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HAUPTAUFSÄTZE 


Beitrag zur Kinematik des Raumfachwerkes. ) 
Von WILLY PRAGER in Darmstadt. 


Einleitung. Während zur Ermittlung der Stabkräfte eines ebenen Fachwerks 
meist zeichnerische Methoden verwendet werden, sind zur Lösung der gleichen Aufgabe. 
beim Raumfachwerk fast ausschließlich analytische Methoden im Gebrauch. Es hat dies 
seinen Grund hauptsächlich darin, daß die übliche Abbildung eines räumlichen Gebildes 
mittels Grund- und Aufriß für die Lösung der Gleichgewichtsaufgabe an einem Fachwerk- 
knoten durchaus ungeeignet ist; denn für die Auffindung der gesuchten Kräfte sind die 
Gleichgewichtsbedingungen für den Grundriß allein nicht hinreichend, die für Grund- und 
Aufriß nicht sämtlich notwendig. 

In seinem 1910 erschienenen, ausgezeichneten Werk »Statique „raphique des 
syst@mes de l’espace« hat Herr B. Mayor ein Abbildungsverfahren entwickelt, das zu 
einer befriedigenden Lösung der Spannungsaufgabe beim Raumfachwerk führt. Es ist 
das Verdienst von Hrn. v. Mises, die überaus umständlichen Ableitungen des Hrn. Mayor 
durch solche elementarster Natur ersetzt zu haben’). 


I, Von der Teehnischen Hochschule Darmstadt genehmigte Dr.-Iug.-Dissertation. Referent: Prof. 


Dr. W. Sehlink. Korreferent: Prof. Dr.-Ing. E. Kammer. Tag der mündl. Prüfung: 30. IV. 26. 

?) »Graphische Statik räumlicher Kriäftesysteme« Zeitschrift fir Mathematik und Pphysik 1916. 

Anmerkung des Herausgebers. In dem Vorwort zu einem neu erschienenen Buch von 
IIrn. Mayor behauptet Hr. M. Paschoud in nicht ganz verständlicher Weise, ich hätte in meiner oben 
zitierten Arbeit, »wenn auch in abgeschwächter Form«, aber »ohne den Ursprung der Formeln zu erwähnen«, 
unbereehtigte Ansprüche hinsichtlich der Neuheit meiner Methoden erhoben. Hierzu sei festgestellt, daß 
in der Einleitung meiner Arbeit in mehr als 20 Zeilen das Verhältnis meines Abbildungsverfahrens zu 
dem Mayorschen ausführlich dargelegt erscheint. Bei mir werden einer Raumkraft zwei ebene Stäbe 


lerart zugeordnet, daß die Zusammensetzung der Raumkräfte durch Zeichnen zweier ebener Seilpolyvrone 
B poly: 


erledigt wird, während bei Mayor an deren Stelle die Figur einer Kette linearer Komplexe tritt. Nur 
bei den Aufgaben über Kräfte, die an einem Punkt angreifen, wie bei allen Fachwerkprohlemen, fallen 


die beiden Methoden zusammen, wie ich es an der oben anzeführten Stelle ausdrücklieh hervorzehoben 
habe — was auch Hrn. Pascehoud nicht entgangen ist. Die Bemerkungen von Hrn. Paschoud sinıl 
um so unberechtigter, als die Arbeiten von Hrn. Mayor, die früher völlig unbeachtet zeblieben waren, 
erst durch meine hervorhebende Zitierung und durch die Verwertune, die sie in meiner Arbeit zefunden 
haben, bekannt zeworden sind und die ihnen zukommende Anerkennung erlangt haben R. v. Mises. 


ı. 


‚)ı) 
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Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, die in der Statik der ebenen Fach- 
werke so fruchtbare kinematische Methode auch auf Raumfachwerke anzuwenden. Auch 
hier führt die Abbildung in Grund- und Aufriß zu umständlichen Konstruktionen '). Im 
wesentlichen handelt es sich ja auch hier, wie bei der Spannungsaufgabe, um Abbildung 
von Vektoren (hier Verschiebungen, dort Kräfte). Zur Darstellung eines Raumvektors 
sind drei Größen erforderlich, die in eindeutiger Beziehung zu den drei Komponenten des 
Vektors in bezug auf ein bestimmtes Koordinatensystem stehen müssen. Die Darstellung 
eines solchen Vektors in Grund- und Aujiriß enthält nun die zur Schnittlinie der beiden 
Bildebenen parallele Komponente des Raumvektors doppelt, nämlich in jeder der beiden 
Projektionen, gibt also mehr als unbedingt notwendig. 

Das in der vorliegenden Arbeit neben dem erwähnten Misesschen verwendete Ab- 
bildungsverfahren ist diesem in gewisser Beziehung dual entsprechend. Es wird von Hrn. 
v. Mises in einer späteren Arbeit?) kurz angedeutet. Auch Hr. Mayor kommt im neunten 
Kapitel seines Werkes auf fast dasselbe Verfahren, scheint aber dessen Tragweite nicht 
erkannt zu haben, da er es nur zur Ableitung einiger später gebrauchten Beziehungen 
und nicht konstruktiv verwendet. 

Der Vollständigkeit halber muß hier auch das erste Mavor-Misessche Abbildungs- 
verfahren erläutert werden; die Beweise der einzelnen Sätze werden jedoch nur für das 
neue Veriahren erbracht. 


Abschnitt I: Theoretische Grundlagen. 
1. Die Abbildungsverfahren. Konstruktion der Abbildungen. Der abzu- 


bildende Vektor P’ habe in bezug auf ein rechtwinkliges Cartesisches Koordinatensystem 
die Komponenten X', Y', Z °). Wir wenden auf ihn die folgenden Abbildungsverfahren an: 


A. Dem Vektor P’ wird der Bildstab‘) ? mit den Komponenten X =0, Y=0, Z=Z 
zugeordnet, dessen Momente in bezug auf die Koordinatenachse die Größen haben: 
M.—=X:c, M,=Y':c, M.—0, wobei ce eine beliebig gewählte Länge, die sog. Ab- 
bildungskonstante ist. 

B. Dem Vektor P' wird der Bildstab P zugeordnet mit den Komponenten X = X’, Y=Y,, 
Z 0, dessen Momente in bezug auf die Koordinatenachsen die Größen haben: M,—0, 
M,=0, M.=Z'.c, wobei ce wieder die Konstante bedeutet. In beiden Fällen soll das 
Moment eines Vektors in bezug auf eine Achse als positiv bezeichnet werden, wenn 
der es in der üblichen Weise darstellende Vektor mit der Achse gleichgerichtet ist. 


Durch jede der beiden Abbildungen ist eine umkehrbare, eindeutige Zuordnung 
zwischen den Vektoren des Raumes und ihreu Bildstäben festgelegt. Zwei Sonderfälle 


sind jedoch hervorzuheben. Einem Vektor P’, der zur &-y-Ebene parallel ist, entspricht 
bei der Abbildung A der Bildstab: X= 0, Y=0, Z=0; der in bezug auf die Koordi- 
natenachsen die Momente hat: M.=Xc, M,—-Y'-rer, M.—)\. 

Der Träger dieses »uneigentlichen Stabes« ist die zur z-Achse parallele unendlich ferne 
Gerade; in Analogie mit dem Begriff Kräftepaar können wir ihn als »Stäbepaar« bezeichnen. 
Stellen wir das Stäbepaar durch einen zu seiner Ebene senkrechten Vektor dar, dessen 
Größe gleich dem (@uotienten aus dem Moment des Stäbepaares und der Abbildungskon 
stannten ce ist, und der nach der Seite hin gerichtet ist, von der aus gesehen das Stäbepaar 
im Uhrzeigersinn dreht, so hat dieser Vektor Pı' die Komponenten: 

N 9 Age ; .M:; Z= 


ce 


0, 





ist also idertisch mit dem Vektor P', den das Stäbepaar darstellt. Ferner entspricht 
einem zur x-Achse parallelen Vektor P' bei der Abbildung B ein Stäbepaar der x-y-Ebene; 
der es darstellende Vektor Pı' ist wiederum mit dem Vektor P'’ identisch. 


!), Siehe z. B. Hübner, >»Der einheitliche Verschiebungsplan für räumliches Fachwerk« Civil 
inrenieur 1893. 

*) »Anwendungen der Motorreehnung«, diese Zeitschrift, 4, 1924, S. 212. 

Im folgenden werden die Elemente der darzustellenden Vektoren von denen ihrer Bilder durch 

einen beigesetzten Strich (') unterschieden 

', Während ein Vektor parallel zu sich beliebig im Raume verschoben werden kann, ist ein Stab 
an eine Gerade, seinen Träger gebunden. Zur Festlezung eines Vektors genügt also die Angabe seiner 
drei Komponenten, während zur Festlegung eines Stabes außerdein noch die Angabe seiner Momente in 
bezug auf die drei Koordinatenachsen erforderlich ist, 
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Die &-y-Ebene, die wir horizontal annehmen, wollen wir als Bildebene verwenden. 
Die Lage eines Bildstabes der Abbildung A ist dann festgelegt durch Angabe seines 


Schnittpunktes mit der Bildebene. Die Koordinaten dieses »Bildpunktes« (P in Abb. 1) 
sind gegeben durch die Formeln: 


} R 
x = r G und Yo — .s BG 
Z Z 
. a Y' . . . . . „ . 
es ist also — — — RE d. h. die Verbindungslinie von Bildpunkt und Koordinatenursprung 
Yo . 


steht senkrecht auf dem Grundriß des abgebildeten Vektors. Sind die abzubildenden 
Vektoren in Grund- und Aufriß gegeben, so können die Bildpunkte wie folgt gefunden 
werden: Man verschiebt alle Vektoren parallel zu sich, derart, daß sie durch den Punkt 
z—. der z-Achse gehen und bestimmt in dieser Lage ihre Schnittpunkte mit der Bild 
ebene (Abb. 1). Sodann dreht man das System 
dieser Schnittpunkte um einen rechten Winkel in . /P' 
dem Sinn um den Ursprung, in dem man die 7 u. 
r-Achse um einen rechten Winkel drehen muß, um oO | 
sie mit der y-Achse zur Deckung zu bringen. 1“ ! | 

Der Träger eines Bildstabes bei der Ab- 
bildung B ist parallel zum Grundriß des abge- 
bildeten Vektors und hat vom Ursprung einen 
Abstand, den man wie folgt ermitteln kann y’ 5 
Abb. 2): zz’ No a 

Man bestimmt im Grundriß zwei auf der ---— 
Wirkungslinie des abzubildenden Vektors liegende Abb, 1. Abb. 2. 
Punkte, deren Abstand gleich der Abbildungs- 


konstanten ce ist. Die Höhendiiferenz der entsprechenden Aufrißpunkte ist dann gleich dem 
gesuchten Abstand. 


2. Grundlegende Sätze. Satz 1. Die Summe mehrerer Vektoren wird darge 
stellt durch die Summe ihrer Bildstäbe !). 
Beweis: Die Summe AR’ der Vektoren P/ hat die Komponenten: 
Ir =LEN!: Yr,=23Y}: Zr =X3Z.. 
Der diese Summe abbildende Stab Z/ hat also die Komponenten: 
Xr=0 s Yr == 0; Zr —- 2: Zi , 
und in bezug auf die Achsen die Momente: 








rM, = DJ X; "cz RM, — Y; os: EM, = () 
und ist daher identisch mit der Summe der einzelnen Bildstäbe: 
%=0; Y=0; Z=Z; M.=Xi’c; M,=M:ı’c; M.=0. 


Satz 2. Allen Vektoren, die derselben Geraden parallel sind, entsprechen Stäbe 
desselben Trägers. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung geht unmittelbar aus den am Schluß des vorigen 
Paragraphen angegebenen Konstruktionen hervor, da bei ihnen zur Bestimmung des Trägers 
des gesuchten Bildstabes nicht die Größe, sondern nur die Richtung des abzubildenden 
Vektors berücksichtigt wird. 

Satz 3. Allen Vektoren, die derselben Ebene # parallel sind, entsprechen Stäbe, 
die in einer Ebene liegen (Abbildung A) bzw. sich in einem Punkt schneiden (Abbildung B). 

Beweis: Wählt man zwei der Ebene E parallele Richtungen yı' und 9'’), so 
lassen sich alle zur Ebene # parallele Vektoren als Summe zweier Vektoren dieser Rich- 
tungen auffassen, die entsprechenden Bildstäbe also als Summe zweier Stäbe bestimmter 
Träger. Diese Summe liegt aber in der Ebene der beiden Komponenten (Abbildung A) 
und geht durch deren Schnittpunkt (Abbildung B). 


3. Lösung der Gleichgewichtsaufgabe an einem Fachwerkknoten. Bei einem 
nach dem erstem Bildungsgesetz (dreistäbiger Anschluß) gebauten Fachwerk lassen sich 
die Stabkräfte bestimmen durch wiederholte Lösung der Aufgabe: 


) Die Summe von Vektoren genügt den drei Komponentenbedinzungen, die Sumine von Stäben 
muß außerdem noch drei Momentenbedingungen erfüllen. 
*) Die Richtung einer Geraden legen wir durch den zu dieser Geraden parallelen Einheitsvektor 


fest Einheitsvektoren bezeichnen wir wit kleinen Buehstaben. 
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Es ist eine Kraft P’ ins Gleichgewicht zu setzen mit drei Kräften, die in drei 
gegebenen sich auf der Wirkungslinie von P’ schneidenden Geraden liegen (Abb. 3). 


Wir bilden zunächst die gegebenen Geraden sowie die Kraft P’ nach Art der Abbildung A 
ab (Abb. 4), wobei wir die Abbildungskon- 
stante c gleich der Entfernung des Kraft- 
angriffspunktes von der Grundrißebene 








h wählen. Dem Gleichgewicht der im Raum 
! PN, gelegenen Kräfte entspricht dann das Gleich- 
13 gewicht ihrer Bildkräfte, die zur z-Achse 

a“ parallel sind. Um die gesuchten Kräfte zu 

>" ; finden, setzt man zunächst die Bildkraft /’ 

3 ins Gleichgewicht mit zwei Kräiten 5; und 

S-—” H. von denen die eine 5, die andere die 

Abb. 4. Schnittlinie $ der Ebene durch sı und s; 


mit der Ebene durch P und s,;, zur Wir- 
kungslinie hat; die Hilfskraft 7/7 zerlegt man dann in zwei Kräfte S, und $S;, die die Ge- 
raden sı und s, zu Wirkungslinien haben. Die so gefundenen Kräfte S;, 8: und S; sind 


dann die Bilder der gesuchten Kräfte $S,, 8%’ und S3'. Die Aufgabe kann graphisch und 
analytisch gelöst werden, jedoch empfiehlt sich die analytische Lösung 
mittels Momentenbedingungen. Die hierzu erforderlichen Hebelarme 
können aus der Zeichnung abgemessen werden. Eine wesentliche Ver- 
einfachung der Konstruktion tritt bei Verwendung der Abbildung A 
nicht ein. 

Bilden wir dagegen das System nach Aıt der Abbildung B 
ab, so entspricht dem Gleichgewicht der im Raume gelegenen Kräfte 
Abb. 5. das Gleichgewicht ihrer in einer Ebene gelegenen Bildkräfte (Abb. 5). 

Um die gesuchten Kräfte zu bestimmen, setzt man die Bildkraft 


P ins Gleichgewicht mit zwei Kräften $S; und H, von denen die eine s;, die andere die 
Verbindungslinie des Schnittpunktes von sı und ss mit dem Schnittpunkt von P und s; zur 
Wirkungslinie hat; die Hilfskraft //7 zerlegt man dann in zwei Kräfte S, und 8%, die sı 
und sa zu Wirkungslinien haben. Die so gefundenen Kräfte $,', $,' und S; sind die Bilder 


der gesuchten Kräfte S1', S3’ und 83’. Die Konstruktion der Schnittlinien zweier Ebenen 
wird also beim (rebrauch der Misesschen Abbildung ersetzt durch das Ziehen der Verbin- 
dungslinie zweier l’unkte. Daher empfiehlt es sich, die Kräfte eines Raumfachwerks aus 
der Misesschen Abbildung dieses Fachwerks zu bestimmen. 





4. Das innere Produkt zweier Vektoren. Um das innere Produkt zweier 
Vektoren ?' und P; zu bestimmen, bilden wir den einen, etwa P,', nach Art der Ab- 


bildung A ab und den anderen P; nach Art der Abbildung B. Das innere Produkt hat 
die Größe: 


Pı-P =X,' % + Yı- Y+ 2:2). 
Drücken wir hierin die Komponenten der Vektoren durch die Elemente ihrer Bilder aus: 
. 1 n .; 
X — r "Yı -Zı Ay) = X; 
r.» 1 ” 7 
Yı=+ 2 Y,' — Y; 
C 
, n 1 . , 
A =Z/ı ZA = (X; En Y: x), 


( 


wo &ı, ı der Bildpunkt von Pı' und &,, y» ein Punkt des Trägers von 7; ist, so nimmt 
das innere Produkt die Form an: 


z r ”f 
PAR = . x. (y: — yı) — Y, (x — 2). 
c L. 


Der in der Klammer stehende Ausdruck ist das statische Moment des Bildstabes P, in 
bezug auf den Bildpunkt des Vektors PP. Es liegt nahe, das Produkt dieses Momentes 
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mit Zı das »statische Moment des Stabes P, in bezug auf den Stab Pı« zu nennen; nach 
dem Vertauschungssatz der Vektoralgebra ist es gleich dem statischen Moment des Stabes 


P; in bezug auf den Stab P.. Man erhält also das innere Produkt zweier Vektoren, in- 
dem man den einen nach Art der Abbildung A, den anderen nach Art der Abbildung B 
abbildet und das statische Moment des Bildstabes des einen in bezug auf den Bildstab 
des anderen durch die Abbildungskonstante c dividiert. 

Stehen insbesondere zwei Vektoren aufeinander senkrecht, so verschwindet ihr 
inneres Produkt; es muß also der Bildpunkt des einen Vektors auf dem Träger des Bild- 
stabes des anderen liegen. 

Da das innere Proilukt zweier Vektoren (Arbeit) aus einem äußeren Produkt (Mo- 
ment) bestimmt wird, geht bei Verwendung dieser Abbildungsweisen das Prinzip der virtu- 
ellen Verrückungen über in eine Momentengleichgewichtsbedingung. Es verdient hervor- 
eehoben zu werden, daß hier eine Analogie vorliegt mit der Verwendung der »gedrehten 
Geschwindigkeiten« in der Kinematik des ebenen Fachwerkes. Auch dort ist die Arbeit 
einer Kraft proportional dem Moment dieser Kraft in bezug auf den Endpunkt der ge- 
drehten Geschwindigkeit ihres Angrilispunktes. 


5. Bestimmung der Verschiebung eines Fachwerkknotens. Betrachten wir 
den Stab Z,,' der den Knoten © mit dem Knoten %& verbindet und von 2 nach k gerichtet 
sein soll, so daß also: L,. —= — L..: ist. 

Sind V;/ und V,' die Verschiebungen seiner Endpunkte, so stellt die geometrische 


Differenz (V,' — V;) die Verschiebung des Punktes k gegenüber dem Punkte / dar. Diese 
Verschiebung läßt sich in zwei Komponenten zerlegen, von denen die eine senkrecht, die 
andere parallel zu ZL,, ist. ‚Jene rührt von der Drehung, diese von der Verlängerung 


J/L;,x des Stabes L,,' her, und zwar ist: 
L,.»:(W—V))=L,.' AL,. (Grundgleichung). 
Die dabei auftretenden inneren Produkte können in der oben angegebenen Weise bestimmt 
werden, und zwar bilden wir im folgenden die Verschiebungen nach Art der Abbildung A, 
die Fachwerkstäbe sowie die Stabkräfte nach Art der Abbildung B ab. Ist insbesondere 
AL,»=0, so vereinfacht sich die Grundgleichung zu: 
L,«' W'=L,x«'Vr, 

d.h. die Bildstäbe der Verschiebungen zweier Punkte eines starren Stabes haben in Bezug 
auf seinen Bildstab gleiches Moment. 

Wir sind nun imstande, den Verschiebungsplan eines nach dem ersten Bildungs- 
gesetz aufgebauten Raumfachwerkes zu zeichnen. Ist ein Pankt 4 durch drei Stäbe an 


das übrige Fachwerk angeschlossen, und sind die Verschiebungen Vı, V»' und V;' der 


Punkte 1, 2 und 3 bekannt, sowie die Längenänderungen der Stäbe /.,,4, La,, und Zs,;', 
so kann die Verschiebung des Punktes 4 wie folgt ermittelt werden: 


Wir berücksichtigen zunächst nur die Verschiebung des Punktes 1 und die Längen- 
änderung des Stabes ZL,,.'. Die durch diese Ursachen bedingte Verschiebung des Punktes 4 


sei mit ıV;' bezeichnet, sie steht senkrecht auf der Ebene der Stäbe /,,, und /;,,'; der 
Bildpunrkt dieser Verschiebung liegt also im Schnittpunkt der entsprechenden Bildstäbe. 


Die Größe des Bildstabes ıV, kann berechnet werden aus der Gleichung: 
Lisa (Vi — V,) = Li,’ 4 Lisa: 
In entsprechender Weise werden dann nacheinander noch die Verschiebungen der Punkte > 


und 3 sowie die Längenänderungen der Stäbe Z,,,' und ZL;,.' berücksichtigt. Die Gesamt- 
verschiebung des Punktes 4 erhält man dann durch Zusammensetzen der drei Teilver- 
schiebungen. 


6. Der Einflußplan für eine Stabkraft. Erteilen wir einem Stab Z,,' eines 
Raumfachwerkes die Längenänderung / L,x= + 1 und zeichnen den entsprechenden Ver- 
schiebungsplan, so kann aus ihm der Einfluß einer beliebigen Belastung auf die Stab- 
krait S;,„ entnommen werden. Nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen ist nämlich; 


S—&P-V, 
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wenn /” die wirkenden Kräfte und V’ die Verschiebungen ihrer Angrifispunkte infolge 
der Verlängerung AL,.=1 sind. 

Da bei der Bestimmung der inneren Produkte P’- V' das Moment des Bildstabes 
von V’ in bezug auf den von P’' durch die Abbildungskonstante ce dividiert werden muß, 
gibt man am besten schon die durch e dividierten Größen der Bildstäbe V im Einfluß- 
plan an. Man erhält alsdann den Einfluß einer im Knoten m wirkenden Kraft P,„ aui 


die Stabkraft S,,. indem man das Moment des Bildstabes P,. in bezug auf den Bildstab V,, 
bildet. 


7. Die elastischen Gewichte. Der Einflußplan für die Senkung eines Fach- 
werkknotens. Wir berücksichtigen zunächst nur die Elastizität eines Stabes, etwa des 


Stabes Z,,x, und nehmen alle anderen Stäbe vorläufig als starr an. 
Infolge der Längenänderung /L,.—= + | erfährt der Knoten m des Fachwerks die 


Verschiebung .,„.YV,„, die aus dem Einflußplan für die Stabkraft S,,. bekannt ist, und 
ebenso der Knoten » die Verschiebung .,.V,.. Greift nun am Knoten m eine beliebige 
Kraft P, an, so erhält der Stab Z,,. eine Stabkraft, die gleich dem durch die Abbildungs- 
konstante ce dividierten Moment des Bildstabes ;,.V,. in bezug auf die Bildkraft 7’, ist. 
Infolge dieser Stabkraft verlängert sich der Stab ZL,,. um: 
ii kVm* Li, k 
c:E.Fi,k 
wobei r der Hebelarm des Bildstabes „«Y„m in bezug auf die Bildkraft P,„ ist, und der 
Knoten n erfährt die Verschiebung: 
We = A Dax ya Vo" 
Wir bestimmen nun die Projektion dieser Verschiebung auf eine bestimmte Rich- 


A L;,% — Pi ae 


, 


tung, die wir durch den entsprechenden Einheitsvektor g festlegen. Diese Projektion 
ist gleich dem inneren Produkt „ıW,„:g, kann also gefunden werden, indem man das 


statische Moment des Bildstabes von „.W, in bezug auf den Bildstab von y' durch die 
Abbildungskonstante ce dividiert. Wir berücksichtigen nun, daß im Einflußplan unmittelbar 
die durch ce dividierten Größen der Verschiebungsbildstäbe angegeben sind, und setzen: 


i Li, l 
iy k Br —— 4, ) of > V, E . 
° Fi.k 


Diese Größe nennen wir das »elastische Gewicht des Stabes Z,. in bezug auf den 
Knoten m« und lassen es im Bildpunkt der Verschiebung ,‚V,„ angreifen. Die Projektion 
der durch die Last P,„ hervorgerufenen Verschiebung .,.W,„ auf die Richtung g wird 
dann gefunden als Produkt aus dem statischen Moment des elastischen Gewichtes ,.G@, in 
bezug auf die Bildkraft ?,, und dem statischen Moment des elastischen Gewichtes GC in 


bezug auf den Bildstab von g' '). R 
In vielen Fällen kommt es nur auf die vertikalen Komponenten der Verschiebungen, 
die Hebungen, an. Der Bildstab des Einheitsvektors g’ wird dann zum Stäbepaar M, = 
der Bildebene, und das statische Moment des elastischen Gewichtes „.@,„ in bezug auf 
dieses Stäbepaar ist gleich dem c fachen Gewicht. Wir setzen: 
Ce Pen ALT A u 


E-F:.ık 


und nennen diese Größe das »elastische Gewicht zweiter Ordnung des Stabes Z,, in 
bezug auf die Knoten m und n«. 


I, Es liegt hier eine gewisse Analogie mit der Theorie des ebenen Fachwerks vor. Lassen 
wir nämlich «die äußere Kraft ebenfalls im Punkte n angreifen, so wird die Projektion der Ver- 


schiebung dieses Punktes auf eine bestimmte Richtung g’ gefunden als Zentrifugalmoment der Größe 


0) Li, ' 
£.:Ve 2 die im Bildpunkt von ;.xV„ angreift, in bezug auf die Bildstäbe ?P,„ und g als Achsen. 
Die weitere Verfolgung dieser Analogie würde auf die Ermittlung der Verschiebung des Punktes n in- 
folge einer an ihm angreifenden Last aus einer Elastizitätsellipse führen. (Vergl. z.B. W. Ritter, 


Anwendungen der graphischen Statik, Teil II, Kap. 3.) 


And AS any um ea 5 Pen SA TEIFREBgeeR er Ten SSR JSG TT 
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® 
Die Hebung des Knotens n infolge der last P, ist dann gleich dem statischen 
Moment dieses im Bildpunkt der Verschiebung ,.‚V,. angreifenden elastischen Gewichtes 


zweiter Ordnung in bezug auf die Bildkraft 7. Berücksichtigen wir nun noch die 
Elastizität der anderen Fachwerkstäbe, so müssen wir über alle entsprechenden statischen 


Momente summieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wir die Resultante AR,„,. der elasti- 
schen Gewichte der einzelnen Stäbe in bezug auf die Knoten mn und n und berechnen 


ihr Moment in bezug auf die Bildkraft P,. Ermittelt man die entsprechenden Resultanten 


Ruyn (p=1,2,...) für an anderen Punkten p angreifende Lasten, so erhält man einen 
Einflußplan für die Hebung des Punktes n. Aus ihm wird die Hebung dieses Punktes 


infolge einer am Knoten p angreifenden Last P, gefunden als statisches Moment des 
»Hebungsgewichtes« AR,,. in bezug auf die Bildkraft P,. 


Abschnitt II: Anwendungen. 


1. Einflußplan für einen Gratstab einer Schwedlerkuppel. Für die Stabkraft 
Sı,; der in Abb. ı, Tafel 1, dargestellten Schwedlerkuppel soll der Einflußplan bestimmt 
werden. Wir erteilen dem Stab ZLı,:' die Verlängerung AL,,;=-+ 1 und zeichnen den 
zugehörigen Verschiebungsplan. Zu diesem Zwecke bilden wir die Stäbe der Kuppel nach 
Art der Abbildung B ab, wobei wir die Abbildungskonstante zu e—= 4 wählen. Es ent- 
steht so die Abb. 2, Tafel 1, in der der Uebersichtlichkeit halber die einzelnen Bildstäbe 
statt mit L,,. kurz mit ö, k bezeichnet wurden. Ferner wurden die Bildstäbe der Diago- 
nalen nur dann eingezeichnet, wenn sich dies im Verlauf der Konstruktion des Verschie- 
bungsplanes als nötig erwies. 

Der Punkt S ist durch die starren Stäbe Lı,. und Zs,;s an die festen Punkte I 
und 2 angeschlossen, kann sich also nur auf dem l,ot zur Ebene dieser beiden Stäbe 
bewegen. Der Bildpunkt seiner Verschiebung liegt also im Schnittpunkt der Bildstäbe 
Lı,s und ZL»,s. Eine entsprechende Ueberlegung zeigt, daß der Bildpunkt der Verschiebung 
V; im Schnittpunkt der Bildstäbe Zs,s und Z/3,5 liegt. Da ferner die Pankte 8 und 9 
durch den starren Stab Z«,»' verbunden sind, müssen die Bildstäbe ihrer Verschiebungen 


in bezug auf den Bildstab ZLs,;s gleiches Moment haben. Nun liegt aber der Bildpunkt 


von V»’ auf Ls,9, es muß also V; = (0 sein, während V; jede beliebige Größe haben kann. 
Durch entsprechende Ueberlegungen findet man: 
V; zu Vo — Vıı == U y sowie Vi; — Vi; == 0. 
Tafel 1. Abb. 1. Abb. 2. Abb. 3. 
a V, any 
PP ” 1,7 N RN 
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Da der Punkt 7 durch die starren Stäbe Z,,:' und L;,; an die festen Punkte 6 und S 
angeschlossen ist, kann er sich nur auf dem Lot zur Ebene dieser beiden Stäbe bewegen, 


der Bildpunkt seiner Verschiebung liegt also im Schnittpunkt der Bildstäbe ZL;,: und /;,s. 
Die Größe des Bildstabes der gesuchten Verschiebung V;' folgt aus der Grundgleichung : 


Lı.; ‘ V;' = Lı;: > J Lı,: == 2,828. 
Das dabei zu bestimmende innere !’rodukt wird gefunden als statisches Moment des Stabes 
; in bezug auf den Bildstab /,,; dividiert durch die Abbildungskonstante c, es ist also '): 


26,717. Vz; = 2,828 


und daher: 
V; =+ 0,842. 
Da der Punkt 12 durch die starren Stäbe /.;,ı. und Z«,ı,' an die festen Punkte 
5 und 6 angeschlossen ist, liegt der Bildpunkt seiner Verschiebung im Schnittpunkt der 


Bildstäbe Z,.ı» und ZLs,ıs. Da ferner die Punkte 7 und 12 durch den starren Stab In. 
verbunden sind, müssen die Bildstäbe ihrer Verschiebungen in bezug auf den Bildstab 


L;,ı2 gleiches Moment haben, es ist also: 
4.000 » Va = 2,683 - V;,, Vız = + 0,565. 
Der Punkt 14 ist durch die starren Stäbe Z/s,14 und Z,;,ıs mit den iesten !’unkten 
s und 15 verbunden, der Bildpunkt seiner Verschiebung fällt daher mit dem Schnittpunkt 


der entsprechenden Bildstäbe zusammen. Da der starre Stab ZL;,ı, die Punkte 7 und 14 
verbindet, haben die Bildstäbe der Verschiebungen dieser Punkte in bezug auf den Bild- 


stab Z/;,ıı gleiches Moment: 
2,285 , Vıi = 3,000 v V- R Vıs = + 1,308, 
Der Punkt 13 ist durch die Stäbe ZL;,ı3 und Lı2,ı3 sowie Lı3,ı,' mit den Punkten 
’,„ 12 und 14 verbunden. Diese l’unkte erleiden alle Verschiebungen, deren Bildstäbe 


bereits bekannt sind. Berücksichtigen wir zunächst nur die Verschiebungen V; und 
nehmen wir die l’unkte 12 und 14 vorübergehend als fest an, so liegt der Bildpunkt der 


dieser Annahme entsprechenden Verschiebung ;V;; im Schnittpunkt der Bildstäbe ZLıs,ı; 


und Zis,ı4, und die Bildstäbe ; Vs; und V; haben in bezug auf den Bildstab /;,ı; gleiches 
Moment: 


6,000 - ; Vi; 4.717: V;, -Vız = + 0,662. 
In entsprechender Weise findet man: 
2,2808 * 12 Vı3 = 3,017 ; Vi: ’ 12 Vı3 0,746 
und 
2,000 14 V13 = — 2,000 - V,;, 4Vız = — 1,308. 


Durch Addition ergibt sich: 
Vı: = — 1,392. 
Da die Punkte 7 und 13 durch einen starren Stab miteinander verbunden sind, 
müssen die Bildstäbe ihrer Verschiebungen in bezug auf den Bildstab Inu gleiches 
Moment haben, und da die Größe von Vi; bereits ermittelt ist, kann aus dieser Bedingung 


der Abstand « des Bildpunktes von Vıs von dem Bildstab L;,ı; bestimmt werden, es 
ergibt sich: 

Guam > 2,559 m 
und in entsprechender Weise der Abstand 5 des Bildpunktes von Vj;' von dem Bildstab 
lıs3,ıı ZU: 
7 


b=-+ 1,577 m. 


Der Punkt 18 ist durch die starren Stäbe 1;:,1s', Zı2,1ıs und Z13,1s’ an die Punkte 
I1, 12 und 15 angeschlossen. Da der Punkt 11 fest ist, Jiegt der Bildpunkt der Ver- 


schiebung Vi. auf dem Bildstab Z,,,ıs. Die Punkte 12 und 13 erleiden Verschiebungen, 


!), Die zur Bereehnurg der Verschiebungsbildstäbe erforderlichen Hebelarme wurden aus einer 
eenauen Zeiehnunz im Maßstab 1:75 entnommen. 
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deren Bildstäbe bekannt sind. Berücksichtigt man zunächst nur die Verschiebung Y}ı3' 
und denkt sich den Punkt 13 vorübergehend festgehalten, so liegt der Bildpunkt von ı3Vıs’ 
im Schnittpunkt der Bildstäbe Zu1,ıs und Zas,ıs. Da die Bildstäbe der Verschiebungen 
ı3Vıs und Vıs in bezug auf den Bildstab ZLı2,ıs gleiches Moment haben müssen, ist: 


6,000 * 13 Vıs = — 2,000 - VI 
also: 
3 Vıs = 0,188, 
Entsprechend findet man: 
13lıs = + 2,080 
und durch Addition: VYıs = + 1,892. 


Da die Bildstäbe der Verschiebungen V}; und Vı;’ in bezug auf den Bildstab Lis, 1: 
gleiches Moment haben müssen, kann der Abstand «a des Bildpunktes von Vı.' vom Bild 
stab Lis,ıs berechnet werden: 

1,892 a == — 2,983 +» Vs, a= + 2,197 m. 


Damit ist die Lage des Bildpunktes von Vıs, der ja auf dem Bildstab Z.,..ı; liegen muß, 
festgelegt. 

Der Punkt 17 ist durch die starren Stäbe Z/40,ı: und Z,,,1; an die festen Punkte 
10 und 11 angeschlossen, der Bildpunkt seiner Verschiebung liegt also im Schnittpunkt 
der entsprechenden Bildstäbe. Ferner sind die Punkte 17 und 18 durch den starren Stab 


Lı;,ıs verbunden, die Bildstäbe ihrer Verschiebungen haben daher in bezug auf den Bild- 
stab Z/ı:.ıs gleiches Moment: 
2,000 ° Vi; = — 0,400 - Vıs 


Der gesuchte Verschiebungsplan ist hiermit gezeichnet, man kann aus ihm den 
Einfluß einer beliebigen Belastung auf die Stabkraft S,,; entnehmen. Wirkt z. B. im 


Punkte 14 eine Kraft Pı,, so bilden wir sie nach Art der Abbildung B ab und bestimmen 
das durch die Abbildungskonstante ce dividierte Moment ihrer Bildkraft in bezug auf den 


Bildstab der Verschiebung V,,. Man erhält so die durch die Last PP, im Stabe ZL\,;' 
hervorgerufene Stabkraft. Um die Division durch die Abbildungskonstante c zu vermeiden, 
sind im Einflußplan unmittelbar die durch c dividierten Größen der Verschiebungsbildstäbe 


V angegeben, so daß nur noch die Berechnung des Momentes erforderlich ist. 


Will man die Lage des Bildpunktes einer Verschiebung prüfen, etwa die von Vı;' 
so kann das auf folgende Weise geschehen: 


Wir nehmen an, es wirke lediglich im Punkte 13 eine Last, deren Richtung wir 


so bestimmen wollen, daß der Stab /.,:' spannungslos bleibt; der Bildpunkt von V,; muß 
daher auf dem Bildstab dieser Kraft liegen. Wenn nur 
im Punkte 13 eine Last angreift, so bleiben bei einer 
Schwedlerkuppel bekanntlich die in Abb. 6 punktiert ge- 
zeichneten Stäbe spannungslos. Die Bildkräfte S;.-, 87,12, 
S;,13, 87,14, S7,s und Sj,,, der am Knoten 7 angreifenden 
Kräfte müssen im Gleichgewicht stehen (S7;, =0). Nun 
schneiden sich aber die Bildkräfte S;,ı3, 7,14, S;,; in einen 
Punkte, so daß wir die angenommene Bildkraft S;,; ins Gleich- 
gewicht setzen können mit S7,ı2 und einer Kraft H,, deren 
Wirkungslinie die Verbindungslinie A, des Schnittpunktes 
von S,; und S7;,ıa mit dem Schnittpunkt von 87,13 und 
S;,s ist. Diese Kraft 7, ist dann die Resuıtierende der 
Bildkräfte S;,13, 87,1: und S;,s. In entsprechender Weise 
erhält man am Kovoten 12 die Bildkraft Sj2,ı».. Um weiter 
zu kommen, müssen wir noch die Größe einer weiteren Stabkraft beliebig annehmen; setzen 
wir etwa S;-,13=0, so können wir die Bildkräfte S5;,; und $7,ı; und daraus wiederum 
die Bildkraft S13,ı4 bestimmen. Um Gleichgewicht herzustellen, muß nun am Knoten 13 


eine Kraft P,;’ angebracht werden, die der Resultierenden aus Sıa3,ı3 und Sı3,ı4 entgegen- 
gesetzt gleich ist. Die Bildkraft P,; dieser Kraft geht durch den Schnittpunkt der Bild- 


stäbe Lia,ı: und Zıs,1:, auf ihr muß der Bildpunkt von Vj;' liegen. 


, Vı:; = — 0,372. 


’ 


’ 
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Macht man an Stelle der obigen Annahme eine andere, etwa S;,14=(0, so erhält 


man eine andere Gleichgewicht herstellende Kraft P,;", die aus dieser Annahme folgenden 
Stabkräfte sind von den der ersten Annahme entsprechenden durch einen Strich () unter- 


schieden. Die Bildkrait Pı;’ dieser Kraft geht ebenfalls durch den Bildpunkt von Vıh;', 
dessen l,age nunmehr geprüft ist. 

Will man außerdem noch die Größe des Bildstabes einer Verschiebung, etwa die 
von Vı:, prüfen, so zeichnet man für eine beliebige am Knoten 17 angreifende Last den 
Kräfteplan, und vergleicht die so gefundene Kraft $8,,: mit der aus dem Einflußplan be- 
stimmten. In Abb. 4, Tafel 1, ist dies für eine am Knoten 17 angreifende, in Richtung 
des Stabes ZLı:,ıs fallende Last geschehen; die beiden Werte für Sı,: stimmen überein. 


2. Einflußplan für einen Graistab einer Zelikuppel. Für den Stab L-,:; 
der in Abb. 1, Tafel 2, dargestellten Kuppel soll der Einfilußplan gezeichnet werden. 
Wir bilden die Kuppel nach Art der Abbildung B ab, indem wir die Abbildungskonstante 
zu c—4,0m wählen (Abb. 2, Tafel 2). 

Der Fußring der Kuppel ist bei Annahme starrer Ringstäbe durch die sechs 
Rollenlager unverschieblich gelagert. Wir erteilen nun dem Stabe /.,,: die Längen- 
änderung AL;,ıs =-+ 1 und zeichnen den zugehörigen Verschiebungsplan. Während 
wir beim vorigen Beispiel diesen Verschiebungsplan unmittelbar konstruieren konnten, 
müssen wir hier Stabvertauschungen vornehmen, um zum Ziel zu gelangen, und zwar 
beseitigen wir die drei Stäbe ZL;,13', Lio,ıs und ZLys,ı3 und ziehen an ihrer Stelle die 
Diagonalen Z,,:', Li,» und Ze, ein!). Erleidet nun lediglich der Stab Z;,ı;’ die 
lL,ängenänderung /L;,ı3a = + !, während alle anderen Stäbe starr sind, so liegen die 
Knotenpunkte des mittleren Ringes fest, und es erfährt nur der Punkt 13 eine Verschie- 


bung. Der Bildstab ;V,; geht durch den Schnittpunkt der Bildstäbe Z»,ı; und /11,13', 
seine Größe kann berechnet werden aus der Grundgleichung: 





L:,ı3' Vi: = Li,ıs' J L:,ı3 . 
Tafel 2. Abb. 1. Abb. 2. 
DR = y y 
» % u np 2 
V, 7 1y / | 
4 PN [2 2 V; u 19“ — 0,0635 
' 7 = W2= + 0,0695 
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Man findet die durch die Abbildungskonstante c dividierte Größe dieses Bildstabes zu: 
Vı = + 0,139. 

Infolge dieser Verschiebung würden die beseitigten Stäbe Z1s,1;3', Lio,ıa und Las, ı3' 
l,ängenänderungen erleiden, deren Größen aus den Grundgleiechungen für diese Stäbe 
berechnet werden Können. Es ergibt sich: 

J L,s = - 0,668, J'Lıo,ı3 — 0,334, I Lı3,13 — —+ 0,668. 


') Um die Symmetrie des Systemes besser ausnutzen zu können, wurden hier drei Stabvertau- 
schungen vorgenommen, obgleich man auch mit weniger auskommen kann, 
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Alsdann erteilen wir dem Hilfsstab Z/s,1ı die Längenänderung I Li,1ıı = + 1 und 


betrachten alle anderen Stäbe, -auch den Stab ZL;,ı3', als starr. Unter diesen Voraus- 
setzungen liegen die Punkte 7, 8, 9 und 10 fest. Es läßt sich dies in genau der gleichen 
Weise zeigen, wie für die Punkte 8, 9, 10 und !1 der Schwedlerkuppel des vorigen 


Beispiels. Der Punkt 11 ist durch die starren Stäbe Z;,,ı und Lıo,ıı an die festen 
Punkte 5 und 10 angeschlossen; der Bildpunkt seiner Verschiebung liegt also im Schnitt 
punkt der entsprechenden Bildstäbe. Die Größe des Bildstabes dieser Verschiebung 


ıı VYı1' ') folgt aus der Grundgleichung für den Stab ZL,, 1, zu: 
ııVı=-+ 0,191. 
Der Punkt 12 ist durch die starren Stäbe ZL,.ı,ı2 und ZL,,ı, an die festen Punkte 
1 und 6 angeschlossen, der Bildpunkt seiner Verschiebung liegt daher im Schnittpunkt 


der entsprechenden Bildstäbe. Die Punkte 11 und 12 sind durch den starren Stab Zı1,ı3' 
verbunden, die Bildstäbe ihrer Verschiebungen haben also in bezug auf den Bildstab 


Lıı,ıa gleiches Moment: 
11 Vı2 = — ııVhı 0,191. 

Da der Punkt 13 durch die starren Stäbe RR, und Za,ı3 an die festen Punkte 7 
und 9 angeschlossen ist, liegt der Bildpunkt seiner Verschiebunz im Schnittpunkt der 
Bildstäbe Z/;,ı3s und Za,ı:. Ferner sind die Punkte 11 und 13 durch den starren Stab 
/11,13 verbunden, es haben also die Bildstäbe ihrer Verschiebungen in bezug auf den 
Bildstab ZL,:,ı3 -gleiches Moment: 

9,000 - 11 Vı3 = — 3,000 : 1ıVıı, 11 Via — 0,0637. 

Infolge der so ermittelten Verschiebung würden die beseitigten Stäbe /x,13', Lio,ız' 

und ZLıa,ı3’ die Längenänderungen erfahren: 

I Ls,ıs =+ 0,153, AI Li,» = — 0,306, A Li2,1ı3 = — 0,764. 
Aus der Symmetrie des Systemes kann geschlossen werden, daß die Verlängerung J ZL,,; 
—= + 1 die folgenden Verlängerungen hervorbringt: | 


J" Le,ıs = — 0.306, J" Lio,ı3 = — 0,764, JS’ TIas,ıa = + 0,153. 
Entsprechend verursacht die Verlängerung J 1a,; =—+ 1 die Längenänderungen: 
JS” Is,ız = — 0,764, A" Lio,ıs = + 0,153, J” Liz,ız = — 0,306. 


Wir müssen nun den Hilfsstäben solche Längenänderungen erteilen, daß die Ge- 


samtlängenänderungen der beseitigten Stäbe Ls,13’, Lin,ı3 
dieser Bedingung folgen die Gleichungen: 


— 0,764 A La,ı — 0,306 - A L,,o + 0.153 : J Le,ıı + 0,668 = 0 
+ 0,153 + A La,ı — 0,764 » A Li, — 0,306 » JS Le,ıı — 0,334 — 0 
— 0,306 + A La,7 + 0,153 - A Ly,a — 0,764 : JS Le,ıı + 0,668 — 0. 
Die Lösungen sind: 
J La,ı = + 1,095, J La = — 0,363, A Lssu = + 0,363. 

Der gesuchte Einflußplan wird nun durch Zusammensetzen der Verschiebungs- 
pläne für: 

41 L:,13 =-+ 1,000, J La, =-+ 1,095, J Li,» = — 0,363, A Loss = + 0,363 
erhalten. Man findet so die auf der Tafel 2 angegebenen durch die Abbildungskonstante c 
dividierten Größen der einzelnen Verschiebungsbildstäbe. 

Auch hier soll die Lage des Bildpunktes der Verschiebung Vj;’ durch Kräftepläne 
geprüft werden. Soll nur im Punkte 13 eine Last /?,;' wirken, und setzen wir 87,13 = 0, 
so bleiben auch die Stäbe Z\,:, Zr,s’ und /7,ı2 spannungslos, denn in ihnen wirkende 
Kräfte können nicht im Gleichgewicht stehen, da die Stäbe nicht in eine Ebene fallen. 
Aus der Gleichgewichtsbedingung für den Knoten $ folgt, daß S%,1ı3 = 0 ist, denn dieser 
Stab liegt nicht in der Ebene der anderen von diesem Knoten ausgehenden Stäbe. Nehmen 
wir nun die Größe der Bildkraft S;,>s beliebig an (Abb. 3, Tafel 2), so können am Knoten 9 


und Zas,ı3’ verschwinden. Aus 


I) Die aus der Annahme A Le,ıı =+ 1 folgenden Verschiebungen werden «urch «den vorgesetzten 
Index 11 gekennzeichnet. 
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die Bildkräfte S5,5, So,ıo und 85,13 bestimmen. Da am Knoten 10 die Stäbe Z4,10, /.,10 


und /,10,11ı in einer Ebene liegen, kann die Kraft Sjo,ı3 ermittelt werden; die Resultierende 
der Kräfte 85,10 und Sjo,ı3 fällt nämlich in die Schnittlinie der Ebene dieser beiden Stäbe 


mit der Ebene der Stäbe /,,,10, Zs,10 und Lys,ı. Um weiterzukommen müssen wir nun 
noch die Größe einer weiteren Stabkrait beliebig annehmen. Setzen wir Sıo,ı1ı = 0, SO 
folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für den Knoten 11, daß auch die anderen vom 


Knoten 11 ausgehenden Stäbe spannungslos werden und ebenso der Stab Z/.2,13. Um 


Gleichgewicht herzustellen, müssen wir nun am Knoten 13 eine Kraft P,3’ anbringen, die 
der Resultante der Kräfte S5,ı3 und Sjo.ı3 entgegengesetzt gleich ist. Ihre Bildkraft geht 


durch den Schnittpunkt der Bildstäbe /s,ı3 und Zyo,ı;, auf ihr muß der Bildpunkt der 


Verschiebung Vıhs liegen. Um einen zweiten Ort für diesen Bildpunkt zu finden, geben 
wir anstelle der obigen Annahme der Bildkraft So, ıı eine beliebige (‚röße und erhalten 
so einen Kräfteplan, dessen Kräfte von denen des vorigen durch einen Strich (’) unter- 


schieden sind. Zur Herstellung des Gleichgewichtes muß am Knoten 13 eine Kraft Pız3' 
angebracht werden, die der Resultante der Stabkräfte Ss, 13, Sjo,13, Sı1,ı3 und Sıja,ı3 ent- 
gegengesetzt gleich ist. Um diese Resultante zu finden setzen wir zunächst die Kräfte 
So,ı3 und Shjo,ı3' zur Kraft 7’ zusammen, die mit der ersten Gleichgewicht herstellenden 
Kraft Pi; die Wirkungslinie gemeinsam hat. Sodann bilden wir die Resultante R der 


Bildkräfte Sj1,13 und S13,13. Sie geht durch den Schnittpunkt der Bildstäbe /,1,13 und 
Lıs,ı; und schneidet / im Bildpunkt der Verschiebung Vıj;, dessen Lage somit geprüft ist. 


3. Einflußplan für den Graistab einer Scheibenkuppel.') Es soll der Ein- 
flußplan für die Stabkraft Sı,;a der in Abb. 1, Tafel 3 dargestellten Scheibenkuppel be- 
stimmt werden. Wir bilden zunächst die Stäbe der Kuppel nach Art der Abbildung B 
ab, indem wir die Abbildungskonstante gleich der doppelten Länge des Grundrisses von 


/\,»' machen, also ce — 5,656 m. 

Wir erteilen alsdann dem Stabe /,,s die Längenänderung A/,,os=-+1 und 
zeichnen den zugehörigen Verschiebungspian. Wollten wir dazu die seither verwendeten 
Methoden benutzen, so müßten wir, wie im vorigen Beispiel, eine oder 
mehrere Stabvertauschungen vornehmen. Es soll hier jedoch gezeigt 
werden, wie man in vielen Fällen Stabvertauschungen umgehen kann, 
indem man die Lage der einzelnen Versehiebungsbildpunkte durch 
statische Ueberlegungen bestimmt. 

Wir ermitteln zunächst die Lage des Bildpunktes der Verschiebung 











Vo. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, daß nur im Punkte 10 eine 

h (.ast wirke, deren Richtung wir so bestimmen wollen, daß der Stab 
20 I, spannungslos bleibt. Schneidet man durch den Schnitt @« — a 
(Abb. 7) das Dreieck 8, 9, 12 heraus und faßt die an seinen Ecken 

Abb. 7. wirkenden Stabkräfte zu den Resultanten AR;, /%% und AR. zusammen, so 


müssen diese Rhesultanten im Gleichgewicht stehen, sie müssen daher in 
der Dreiecksebene wirken und sich in einem Punkte schneiden. Nun liegen aber die 


Stäbe 74,5, /.2,0' und /o,10 in einer Ebene, die Resultante der entsprechenden Stab- 
kräfte fällt also in die Schnittlinie /.1,5 dieser Ebene mit der Ebene des Dreiecks 8, 9. 12. 
Ebenso fällt die Resultante der im Punkte 5 angreifenden Kräfte in die Gerade /ı, 5’ 


und die Resultante der am Punkte 12 angreifenden Kräfte in die Gerade /;,ı2. Diese 
Resultanten As, A und Aa schneiden sich nicht in einem Punkte, können also nur dann 
im Gleichgewicht stehen, wenn jede für sich verschwindet. Auf das Dreieck 8, 9, 12 


wirken somit keine Kräfte, die Stäbe 7,0’, Zs, ıa und Za, 2’ sind spannungsios. Das Gleiche 


gilt für die Stäbe Ze,11', Zu,ı2 und Zuı1,12', wie eine entsprechende Betrachtung am Dreieck 
6, 11, 12 zeigt. Alsdann folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für den Knoten 12, an 


dem ja keine äußere Last angreift, daß auch der Stab Z;,ıs’ spannunglos ist. Alle diese 
Stäbe sind in Abb. 7 punktiert gezeichnet. 


Nun wollten wir ja die Richtung der Last PP, so bestimmen, daß der Stab /..5' 
keine Spannung enthält; dann sind aber auch die Stäbe /»,0 und Z»,10' spannungslos. 


') Vergl. Sehlink, Statik der Raumfachwerke, Kapitel 7 und 8. 
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Am Knoten 2 müssen die Stabkräfte S1,2, 82,3, 82,10, und die Lagerreaktion A, im Gleich- 
gewicht stehen; die Wirkungslinien dieser Kräfte liegen aber bis auf die von S%,,0 in 
einer Ebene, es muß also 83,10 gleich null sein. 


Am Knoten 10 muß nun Gleichgewicht bestehen zwischen der dort angreifenden 
Last Po und den Stabkräften 83,10, 84,10 und Sijo,ı1. Dies ist nur möglich, wenn die 
l,aast Po’ in die Ebene der entsprechenden Stäbe fällt. Die Bildkraft ?,. muß somit dureh 
den Bildpunkt dieser Ebene, d. i. den Schnittpunkt der Bildstäbe /,,1ı0 und Zio,ıı gehen, 
der Bildpunkt der Verschiebung Vı»' fällt daher mit diesem Schnittpunkt zusammen (Abb. 2, 
Tafel 5). 

Durch eine entsprechende Ueberlegung läßt sich zeigen, daß der Bildpunkt von Vıa 
im Schnittpunkt der Bildstäbe /,,ı» und Z/,ı,ı2 liegt. 

Um die Lage des Bildpunktes der Verschiebung V5’ zu bestimmen, nehmen wir an, 
es wirke nur im Knoten 9 eine Last P%,, deren Richtung wir wiederum so bestimmen 


wollen, daß der Stab Z/,.»' spannungslos bleibt. Ebenso sind alle an- 
deren in Abb. 8 punktiert gezeichneten Stäbe spannungslos. 

Schneiden wir nun durch den Schnitt b — b das Dreieck 7, S, 12 
heraus und fassen die an seinen Ecken wirkenden Kräfte zu den Re- 
sultanten A;, Rs und Rız zusammen, so müssen diese Kräfte im Gleich- 
gewicht stehen, also ihre Wirkungslinien in eine Ebene fallen und sich 
in einem Punkt schneiden. Im Punkte 8 greifen die Kraft S,,;s und die 
l,aarerreaktion 4; an. Soll die Resultante A, dieser beiden Kräfte in 








die Ebene des Dreiecks 7, 5, 12 fallen, so muß A; die Gerade /;,;’ zur “w / 
Wirkunrgslinie haben. Fassen wir nun A; und %; zu einer im Punkte 7 b 6 
angreifenden Krait Z' zusammen, so muß diese im Gleichgewicht stehen Abb. 8. 
mit den Kräften S;,>s und Ss,12; die Resultierende dieser beiden Kräfte - 


muß also ebenfalls durch den Punkt 7 gehen, hat also die Diagonale /;,s zur Wirkungs- 
linie. In entsprechender Weise ergibt sich, daß die Resultante der Kräfte S,,>s und Ss, 10 


die Diagonale /;,; zur Wirkunglinie hat. 


Soll die am Punkte 9 angreifende Last P, mit diesen beiden Resultanten in Gleich- 
gewicht stehen, so muß sie mit ihnen in einer Ebene liegen, ihr Bildstab geht somit durch 


den Bildpunkt dieser Ebene, d. ij. durch den Schnittpunkt der Bildstäbe /;,,s und /;,,. Mit 
diesem Schnittpunkt fällt der Bildpunkt der Verschiebung Vs, zusammen. 
Eine beliebige im Purkte I angreifende Last Ps läßt den Stab /,,,»’ spannungslos, 











die Längenänderung A /.,,, = + |! bringt also keine Verschiebung des Punktes 1 hervor. 
Tafel 3. ann. ı. Abb. 2. 
a 40 - Vs 29 d 1335 
N Vo” 0,0486 
= V2 = 0,0602 
2 
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Ks ist also: 
und ebenso: 
V’—-Vı =-V=- VW -V—-Vı=0. 
Nunmehr kann die durch die Abbildungskonstante ce dividierte Größe des Bildstabes 
von Vs’ aus der Grundgleichung berechnet werden: 
L,9 Vs = Li.» I 1,» = 4,12, 2,828 -10,9-Vg =4,12, V; = 0,1335. 
Da die Punkte D und 10 durch den starren Stab /.,1,' verbunden sind, haben 
die Bildstäbe ihrer Verschiebungen in bezug auf den Bildstab /.s, ıo gleiches Moment: 
8,50 - Vo = 3,09 -V5 , "io = 0,0486 
und ebenso haben die Bildstäbe der Verschiebungen Vs’ und 17» in bezug auf den Bild- 
stab /, ı2 gleiches Moment: 
8,50 -Vıa = 3,82 °V5, "2 = 0,0602. 


Die Verschiebungen der Punkte 2 und 8 sind parallel zur Bildebene, werden also 
dargestellt durch ein Stäbepaar und dieses wiederum durch einen zu seiner Ebene senk- 
rechten Vektor, der mit der durch das Stäbepaar dargestellten Verschiebung identisch ist 


(siehe I, 1). Das innere Produkt aus dieser Verschiebung und einem Vektor ZL' ist also 
eleich dem inneren Produkt aus der Verschiebung und dem Bildstab /.. 
Da die Punkte 2? und 9 durch den starren Stab /.,,' verbunden sind, gilt die 


Grundgleichung: 


oder: 


|y cos «“ — 4,28 - ’ \,, I = } 0,182 


und entsprechend: 





ie Ar \,  coPp=5,45::-*V5, I’ = + 0,182. 


Damit ist der gesuchte Einflußplan bestimmt. Eine einfache Kontrolle für die 
Richtigkeit erhält man aus den noch nicht verwendeten Bedingungen: 


1a vi ‚ Vs, La, 10 n Vo 


und: 
Is, 12 Vs = La, 13’ * Nı2'. 


Diese Gleichungen sind erfüllt mit einer Abweichung von etwa 2 vH (Zeichenungenauigkeit). 


4. Einflußplan für eine $Stabkraft eines einfach unbestimmiten Fachwerkes. 
Die Behandlung statisch unbestimmter Fachwerke soll an einem besonders einfachen 
Beispiel gezeigt werden (Abb. 9). Der Punkt 5 ist durch vier Stäbe an vier feste 


Punkte !, ?, 3 und 4 angeschlossen. Als Unbekannte wählen wir die Kraft im Stabe /,,;'. 
Sind die Querschnitte aller Stäbe einander gleich, so können wir mit den E- F-fachen 
Verschiebungen und dementsprechend auch mit den Z%- F-fachen elastischen Gewichten 
rechnen. Die Abbildungskonstante wählen wir zu c— 1,5 m und erhalten dann als Abbil- 
dung B des statisch bestimmten Grundsystemes (A = 0) die Abb. 10. Die Verlängerung 
A lı,;»= + 1 des Stabes /..;' verursacht eine Verschiebung ı,;/';' des Punktes 5, deren 
durch die Abbildungskonstante ec dividıerter Bildstab in bezug auf den Bildstab /.,,; das 
Moment L,,,.: A L,.;, hat. Der Bildpunkt dieser Verschiebung liegt im Schnittpunkt der 


Bildstäbe Zs.., und /a,;. Man findet: 


und in entsprechender Weise: 
3,53V; = 0,278, 3,30; = 0,278. 


Aus diesen Werten können die elastischen Gewichte zweiter Ordnung der einzelnen 
Stäbe in bezug auf den Knoten 5 berechnet werden; es ergibt sich: 


E:F-, 6,5 =E-F5,;G;,,;=E:- F'»;, ‚G,,5 = 0,578. 
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Wir bestimmen die Resultierende AR;,; dieser Gewichte, sie hat die Größe: 
E: F- R,;s =3 - 0,578 = 1,734 
und greift im Schwerpunkt des von den Bildstäben Zı, ;, La, ;, /s, ; gebildeten Dreiecks an. 
Die durch eine beliebige Last ?P;' hervorgerufene Hebung A; des Punktes 5 wird 


dann als statisches Moment der Bildkraft P; in bezug auf das Hebungsgewicht Z;,; des 
Punktes 5 berechnet. Der Kraft Y= 1 entspricht das Stäbepaar M, —c der Bildebene, 
das Moment dieses Stäbepaares in bezug auf das Hebungsgewicht #-,; ist gleich dem 


e-fachen Gewicht, wir bezeichnen diese Hebung infolge 
Am 1 mit 3’. 





Die gesamte Hebung des Punktes 5 ist somit: 
h — X :h;, 
sie muß gleich der Verlängerung ;” des Stabes /,,; sein: 
. r Zub 
,;, — Ah =h"—X: 
E'H# 
worin: 
h;' G* R;, 5 ist. 
Aus der obigen Gleichung folgt: 
r E'F-h;, 
X= 
E-F:h' + Lu; 





Man erhält also die durch die Kraft P;, im Stabe L,,; her- 
vorgebrachte Stabkraft, indem man das statische Moment der 
Bildkraft P; in bezug auf das Hebungsgewicht &- F- R,,; 
durch die Gıöße (E- F-Ah;' + L,,;) dividiert. Man kann das 
Hebungsgewicht und diese Größe zu dem Einflußgewicht 
Es = + 0,262 zusammenfassen und braucht dann nur das 


Moment der Bildkraft P; in bezug auf dieses Einflußgewicht 
zu bilden. Man erhält so den Einflußplan für die statisch 
unbestimmte Größe X. 


Schlußbemerkung. Durch die vorstehenden Beispiele 
glaubt der Verfasser den Beweis dafür erbracht zu haben, 
daß die neue Methode zu einer im Verhältnis zur Schwierig- \bb. 9. 
keit des Problems einfachen Bestimmung der Einflußpläne 
für Stabkräfte und Hebungen führt. Das hier verwendete Abbildungsverfahren scheint 
zur konstruktiven Behandlung von Problemen aus der Kinematik räumlicher Gebilde ze- 
eigneter als die übliche Abbildung in Grund- und Aufriß. Das Eingehen auf diese Mög- 
lichkeiten, das den Rahmen der vorliegenden Arbeit wesentlich überschreiten würde, soll 
einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. 651 











Über rechteckige Platten, die längs zweier 


gegenüberliegenden Seiten auf biegsamen Trägern ruhen. 
Von EMIL MÜLLER in Wien. 


ie vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, zu untersuchen, welchen Einfluß die 

Lagerung einer rechteckigen Platte auf elastisch biegsamen Trägern an zwei gegen- 

überliegenden Seiten auf die Größe der Durchbiegungen, "Biegungsmomente, Dril- 
lungsmomente und Auflagerdrücke ausübt. Es zeigt sich, daß man zu den betreffenden 
Ausdrücken gelangen kann, indem man zu der Funktion, die die Biegungsfläche für den 
Fall fest unterstützeer Ränder darstellt, gewisse in Fouriersche Reihen entwickelte 
Funktionen hinzufügt, deren Konstante so bestimmt werden können, daß den Randbedin- 
gungen der Aufgabe Genüge getan wird. Für den Sonderfall über die ganze Platte 
gleichmäßig verteilter Belastung und unter der Annahme, daß die Poissonsche Zahl — & 
gesetzt werden darf, werden die Ergebnisse ziffernmäßig ausgewertet. Für die Durch- 
biegungen und Biegungsmomente in Plattenmitte werden Tabellen aufgestellt, aus denen 
diese Werte für verschiedene Seitenverhältnisse und verschiedene Verhältnisse der Bie- 
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eunpgssteifigkeiten von Träger und Platte unmittelbar entnommen werden können. Damit 
ist die Möglichkeit gegeben, einem für die Beanspruchung der Platte bedeutungsvollen 
Umstand leicht Rechnung tragen zu können. 

















Ay 1. Der Ansatz. Die Biegungsfläche einer 
i + Y rechteckigen Platte mit den Seiten =+ta, y=+tb 
a: (Abb. 1) sei für den Fall unnachgiebiger Stützung 
| und freier Auflagerung an allen vier Seiten bekannt. 
A 2 +.” Für eine bestimmte Belastung sei sie durch die 
Funktion wo (x, y) gegeben. Dann läßt sich für 
Q andere Randbedingungen eine Lösung finden, indem 
N man der Funktion © zwei weitere Funktionen 
i A “de n Tex 
_ a _— a - ww (1,y) = ZY,. 008 - (m=1,2,3...) 
7 E . “ .) 
[RA646 2,1] 2a 
/ we n TTUY 
Abb. 1. 103 (a6, y) — IX, cos Fr Ce 
überlagert, worin bedeuten 
r .- e MTTyY nur m’7Ty nr MTIY . ce MTUY 
Yn = An 0] -—+ Buy Sm („on D„y ol 
2a f 2a 2a 2a 
> . . NN ne n TTX n rt nT7ı .- ee NTIX 
An = 4. BR) = + B, sc Sun + C, Sun + D,x 6oi 
2 2b 2b 2 


Auf diesem Wege hat Nädai in einer klassischen Arbeit!) eine größere Zahl 
verschiedenartirer und verschieden gelagerter Platten behandelt und die Rechnung zifiern- 
mäßie so weit durchgeführt, daß die Ergebnisse unmittelbar verwertet werden können. 
Auf dieselbe Weise hat Marcus die nur auf zwei gegenüberliegenden Rändern auf- 
ruhende Platte sowie den Einfluß einer als gegeben angenommenen Senkung eines der 
Randstützpunkte®?) berechnet. Im folgenden wird nun dasselbe Verfahren auf die lösung 


der in der Einleitung gestellten Aufgabe angewendet. Die Ränder & = + a seien fest, 
die Ränder y= +b durch elastisch biegsame Träger unterstützt. Dabei soll die Auf- 


lagerung an allen vier Rändern einspannungsfrei sein. Der Elastizitätsmodul des Platten- 
materials sei mit Zi, jener des Trägermaterials mit //, und das Trägheitsmoment eines 
der Träger mit J bezeichnet. 

Beschränken wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung einer Platte, die 
symmetrisch zu den Koordinatenachsen (Abb. 1) belastet ist, so genügt es, eine Funktion 


mTT! mTTY NTTzT 


(m=1,2,3...).e..:- 


+ By Sin 


2a ‚7 


ıC, > (A, (Sol cos 


2a 
zu der als bekannt vorausgesetzten Funktion ?c, hinzuzufügen, um die Randbedingungen 
durch entsprechende Wahl der Konstanten A„ und DB, befriedigen zu können. 

Die Randbedingungen fordern zunächst, daß die Senkungen und Biegungsmomente 
an den Seiten & = ta verschwinden; diese Forderung ist durch den Ansatz (1) von 
Haus aus erfüllt. Dagegen muß die Erfüllung der Randbedingungen an den Seiten 
y= tb erst durch entsprechende Bestimmung der Konstanten herbeigeführt werden. Die 


Bedingungen für diesen Rand bestehen einerseits im Verschwinden der Biegungsmomente 


senkrecht zum Rand, d. h. es muß sein, wenn wu + wı = w gesetzt wird: 
()* u: O? w ( ‚2 mo ( ‚2 uo 
„tn ,=0 oder, da schon Pu =(, 
ey“ eo) r® oy“* ()r* 
Ve, O2 w, 
„+ u en re taten Fi 
dy“ i (ge“ 


(4 = reziproker Wert der Poissonschen Konstante), 
anderseits darin, daß der Auflagerdruck je Längeneinheit, da er gleichzeitig die Belastung 
5 ’ , „,''w ’ 2 , . \ er h 
des Randträgers bildet, gleich X,/ _ sein muß. Bezeichnen wir die Funktion für die 


().r 


Auflagerdrücke mit v,, so muß also die Gleichung bestehen 


Otın 
u u « 
®%, = BE; M . . . . . . . . . 2 . (3). 
Or! 
') Nädai, Die Formänderungen und die Spannungen von rechteckigen elastischen Platten, Zeitschr. 
dd. Vereins Deutsch. Ine., Jahrg. 1914. S. 4857 und 540. 
*, Mareus, Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Bereehnune biersamer 


Platten, S. 189 bzw 197 
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Da nun E, 1? Odw OVw ) ') 
v = 1 — +2 —y - Ki Aneenı rE, bier 
12(1— u‘) | 0y3 Oeoy \ 


so liefert die Bedingung (3) die Gleichung 


Iw O3 w Otw _ 
- 2 — uU — bk (1 — u? £ 
ta nn NT ET 
. Es J y .. . . .. [) 
worin k — ET Bag Verhältnis der Biegungssteifigkeiten von Randträger und Platte und 
bin: 
12 


h = Plattendicke. 
Die Gleichung (2) führt zu der Beziehung 





» Am 
Bun — Im . . . . . . . . . ° r (6), 
b 
. b “ 
worin, wenn = 4 gesetzt wird, 
[Ki 
| 
fm= PER 5 ER Een 
4 mMITth 
ne 
mrtAll— u) ’ > 


bedeutet. 
Zur Erleichterung von Zifiernrechnungen sei die folgende Zahlentafel angegeben, 
in der u = 0 vorausgesetzt wurde: 


Zahlentafel I. Werte f. 





6 0,25 0,33 0.4 | 0,5 0,6 0.7 0,8 0,9 1,0 1,2 1,4 1.6 1.8 I 





| 


I [0,1829 0,2526 0.2674 0,3123/0,3498 0,3817 0.4096 0,4342 0,4565,0, 1960 0,5305 .0,5609 0,5881 0,6124 
3 10,3961:0.4565 0,4960 0,5460/0,5881,0,6236 0,6539 0,6797 0,7022 0,7388 0,7674|0 7904 0.8092 0.8249 








Eine Veranschaulichung dieses Im 
Zusammenhanges gibt Abb. 2. i 
Es werde bemerkt, daß für 
größere Werte des Argumentes ou T 1 
m ru h | | 
Di. ze e 4 


mit guter Annäherung 


Om 
In — . ” (8) 


2 + Om 


gesetzt werden kann. Für o©,„=7, 
d. i. für mA—= 2, erhält man nach 
dieser Formel z. B. fm = U,611 an- 
statt, wie die Zahlentafel zeigt 
(m=1, = 2,0), fm = 0,612. Der 
Unterschied beträgt also nur mehr 
eine Einheit der dritten Stelle und 
nimmt mit wachsendem w,„ rasch 
weiter ab. 

Um die Gleichung (5) weiter 
auswerten zu können, denken wir RA 646 
uns die Funktion «« in eine Fou- Abb. 2. 
riersche Reihe entwickelt, der wir 
hier wegen der vorausgesetzten achsensymmetrischen Belastung die Form «eben könren 
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GO 0 0 a zo 


x mnz nny 
Wo = Can COS cos . . . . . . . . (9) 
2a 2b 


') S. in der genannten Abhandlung von Nädai den Ausdruck für p, in Gl. (8) auf S. 491. 
Wenn der Ausdruck 4) für y=+b positiv ist, so bedeutet «(ies, daß von der Platte auf den Träger 
Drücke übertragen werden; in demselben Falle wird auch der Ausdruck (3) positiv. 
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worin die Summe über alle ganzzahligen m und n erstreckt zu denken ist. Auf Grund 
von (9) und (1) und unter Berücksichtigung von (6) läßt sich nun schreiben 


fm 


Führt man diesen Ausdruck in die für y= + giltige Gleichung (5) ein, so erhält 
man eine neue Gleichung, die, wie man durch Vergleich der Koeffizienten zu gleichen m 


mTUY 
co3 
2a 


. Ä ö x ‚mix n7y x - : MTIY MITTE 
v— Wo + Wwı = Ican 608 cos + 2 4 (Col 
4 A 2 b 


u 2 
on 
2a 


._: m7Ua . .. . . . 
gehöriger cos > findet, nur dann für alle & befriedigt wird, wenn 


o (A 
4 a MAT 
a Im 7 2 - M m’ Zn | 11”) - r 2 m 
” 2 
A, oo - (10). 
8 KER (2 — u) Sem (1 u’)K Sn 
Hierin bedeuten: 
1 ! l n 
vw v/ 2 3. yo v 2 von v Be 
“= yı — | l) N Cmny = ıy) — = (— 1) N Om  yı .- &( |) Cmn (11). 
n ER ee n EB; ;; n 246 
) ‚ z £ ah y ‘ . . 
en = Im On 6 L | Pr Od m (In 3 ir Na I @ 
„ P 3 RN 2/f 4 > \ 
m = Im 1 7er 0 0) Pa (1 79 \@, er Fu Soli! 0 (| >) 
„ . - — 
Hm == d' (Go} dm fa zn 0.) \ 


Es sei ausdrücklich bemerkt, daß sich die Summen in den Ausdrücken (II) nur 
über die Werte n erstrecken; der in den Summen vorkommende Wert m ist für alle 
Glieder einer Summe derselbe. Zu jedem m gehört je ein bestimmter Wert %,, Iu ... u" 


Für den Sonderfall gleichmäßig verteilter Belastung auf der ganzen Platte 


werden die c,„„ — 0, wenn einer der beiden Zeiger gerade, dagegen 
m 7 
1 
3072(1 — u b’p — 1] e 
Cm 7 — — ) a " 7) “ 9 . . . . . . (13)1 , 
ıı’ Eı h mn (m“4% + n*)® ; 


wenn beide Zeiger ungerade. Infolgedessen werden in diesem Fall, wie aus (10) hervor- 
geht, alle A mit geraden Zeigern null. Von den 4A mit ungeraden Zeigern aber überragt 
A,, wie Ziffernrechnungen zeigen, die übrigen A so bedeutend, daß es für die Berechnung 
der Durchbiegungen genügt, von der Summe des Ausdruckes (1) lediglich das erste Glied 
beizubehalten; für die Berechnung der Biegungesmomente ist auch noch das Glied mit 4;, 
in besonders ungünstigen Fällen (kleine A) höchstens noch das Glied mit 4; in Rechnung 
zu stellen. 
Die Ausdrücke für die Festwerte 4, haben die Form 
(m 


Anm 
Am r Ym k 


Nehmen wir @« = 0 an, ein Wert, der von mehreren Autoren) für Eisenbetonplatten 
als entsprechend angesehen wird, so sind nach (10) bzw. (11), (12) und (13) 


m | 
BR, a 2.384 /b\’pb IV nn? + 2 m?}? ip’ , 
(t ——— (2. + 2 m?’i?2m ) — ( 1) | N a r 9,9 12,316 ( Om 
> zı ? h Eı mm mn“ + m” A*) h E| 
n LS 5, 
N ‚ ıt/ — e “ ’ 
Pan —— $2, 2 Ic = Om mt f) ON dm Im Nm 0} 9,|, m = en 
mn -1 


. ° ' . ‘ / y- “ n? + 2 m? A? . . 
Die mit “„ bezeichnete Sumire (— 1) > 2 4, wurde in der Weise 
en IN \n“ — m“ hR,* 


Pe: 


bestimmt, daß die Glieder mit n = I bis 9 einzeln berechnet und der dann noch ver- 
n?+ 2 m? 4? 
_ ,.;. durch das Integral 


y 
bleibende Rest 
— 1 (4 + 11°.” 
N 11.13 m 


1 22 + 2 m? 4? we; 10 \ 10 
een he 
dm x? + m? 72? 4m| mA \2 "mi 100 + m? 4° 


I), Föppl, Drang und Zwang, 1. Bd.. S. 168, GI (71). 
-,S. z. B. Lewe, Die strenge Lösung des Pilzdeekenproblems, oder Marcus, Die Theorie 


elastischer Gewebe usw., S. 36. 
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ersetzt wurde. Die Verwandlung der Summe in das Integral stellt die Umkehrung des 
Vorganges dar, nach dem man ein bestimmtes Integral in eine Summe aufzulösen 
pflegt. Das Restglied ist von A ziemlich unabhängig und kann mit genügender Genauig- 


A 0,09 1:8 . 220 
keit durch den Ausdruck ersetzt werden. — Für die Berechnung der «,' für ver 


m 
schiedene m ist es nützlich, sich folgender Beziehung bewußt zu sein: 
Aus der Bedeutung von «„ geht unmittelbar hervor, daß 


5 3 F m/ 
m (A) — er | ) 1 A I 2 2 Se 
m A 
Kennt man also «a, etwa für alle A-Werte bis A =, so kennt man danach auch 
or or 
die Werte von «,' bis A — : denn setzt man in (14) A — ‚so bekommt man 
mi te 
'o r Y 
0 ( — dt, (o) } . 3 . . ; (15). 
77 m , 

Würde man die Werte einer Funktion, etwa von «a,, für alle Werte des Argu- 
mentes A (bis = ©») kennen, so ließen sich alle Weıte aller Funktionen «,, finden. 
Nach den unten folgenden Zahlentafeln kennt man z. B. die Werte der Funktion «;' bis 
= 2; es ist also r—=3, 0—= 2. Sonach findet man aus (14) mit m — 5 leicht die 

<. @r 
Werte von «“s' bis = 1,2. 
m 
Der Nenner von A, kann für größere w„ näherungsweise durch den Ausdruck 
3 +2%kon 
- = Ve m ee ME... WISE 
2 + Om 2 


ersetzt werden, indem dann für /, die Form (8) eingeführt und Go) ©, —= Sin 0 — !/y e" 
seschrieben werden kann. Man ersieht daraus, daß A, mit wachsendem o,, äußerst rasch 
abnehmen muß. 

Zur raschen Ermittlung von A„ mögen die folgenden Zahlentafeln sowie die Schau- 
bilder der Abb. 3 und 4 dienen. 


Zahlentafel 2. 











r 0.25 0.33 0,4 0.5 0.6 0.7 0.8 
m — 1 a, 1,2304 1,2237 1,214 1,1937 1,1635 1,1254 1,0810 
ßı 0,0238 0,0755 0,1573 0,3873 0,8164 1,944 2,705 
yı 0,0239 0.0761 0.1597 0.4008 0,3658 1.695 3.087 
m 3 1— a; 0,3679 0,3275 0,2914 0.2500 0,2135 0,1854 0,1631 
P3 2,064 7,072 16,02 16,22 117,21 274 603 
Y3 2,304 3,380 22,39 76,07 225,45 607 1520 


Noch: Zahlentafel 2. 











/ 0,9 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8 2,0 
m=]1 ar 1,0328 0,9526 0,8835 0,7916 0,7110 0,6415 0.5824 
ßı 4,472 7,072 16.025 33,03 63,75 117,22 210,2 
yı 5,342 8,380 22,39 51,50 110,66 225,47 140,2 
n=9% — as 0,1453 0,1509 0.1091 0.0936 V,OS1S 0,0728 0,0655 
Pa 1273 2602 10 120 36 740 126 9650 »97 000 1363 000 
Y3 3604 8178 48 900 161 600 638 200 2 250 000 Ss 560 000 


Um Aı bzw. — 4; selbst zu erhalten, sind die Werte der Zahlentafel 3 noch 


, „(P\’p»b 50 7 
mit 12,3846 )7z zu multiplizieren. 
| ” 


2. Die Durchbiegungen, Spannungen und Biegungsmomente. Wie sich 
die Formänderungs- und Spannungsgrößen durch die Lagerung auf nachgiebiren Rand- 
trägern gegenüber dem Grundfalle (unnachgiebige Stützung und freie Auflagerung längs 


02% 
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Zahlentafel 3. 




















’ , 
’ %) Pr j a3 Re r z 
Werte Aı =, (obere Ziffer) und — 4; = — (untere Ziffer) für runde k-Werte 
Pı + Yı l Bs + 3 k 
/ > ns 2 _ 
0,25 0,33 0,4 0.5 0,6 0,7 0,8 
‚1,68 16,20 7,123 3.078 1,425 0,7289 0.3996 
(0) 
0.178 0,0465 0,0184 0.00541 0.00182 0.0006 0.00027 
ä 34,41 10,78 5,121 2,029 0,931 0.4707 0,2544 
En = 
Pr 0,114 0,0285 0,0108 0,00297 0,00093 0 00032 0.00012 
Id 25,80 8,070 3,832 1,514 0,692 0.3477 0,1866 
) 
0,0843 0.0205 0.007656 0.00204 0.0006 2 0,00021 0.000008 
Ir 20,69 6,450 3,061 1,207 0.550 0,2756 0,1473 
“ 0,0667 0,0161 0,00593 0,00156 0.00047 0,000 16 0.00006 
en 17,19 5,373 2,548 1.004 0,457 0,2283 0,1217 
” 0,0551 0,0132 0.00484 0,00126 0,00038 0.00012 0.00004 
: 14,73 1.605 2,183 0,859 0.390 0,1948 0,1037 
u n 0.0470 0.0112 0.00409 0,00106 0.00031 0,00010 0.00004 
0 12,89 1,027 1,909 0,751 0,341 0,1699 0,0903 
0,0410 0,0097 0.00354 0.00091 0,00027 0,00009 000003 
Noch: Zahlentafel 3. 
. ’ a TER ’ ag’ . ” 
Werte Aı = (obere Ziffer) und — A, = — _ (untere Ziffer) für ıunde %-Werte. 
Pı + yık P3 + ya 
ng 0,9 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8 20 
0,2309 0,1389 0,0551 0,0240 0,0112 0.0055 0 0028 
v 0,00011 0,00005 0.00001 a er = 
a 0,1446 0,0854 0,0324 0.0135 0,0060 0,0028 0,0014 
\ 
v0 0.00005 0,00002 an em v; 
0,1052 0,0616 0.0230 0.0094 V0.004l 0.0019 0.0009 
1,0 0,00003 0,00001 — = “= = Ze 
_ 0.0827 0,0482 0,0178 0,0072 0.0031 0.0014 0,0007 
1,9 0.0000? 0.00001 un = u 
0.0681 0,0396 0,0145 0,0058 0,0025 0,0011 0.0005 
20 
0,00002 0,00001 _ — a & E 
ur 0,0579 0.0356 0,0122 0,0049 0.0021 0.0009 0.0004 
lie 0.00001 0,00001 de ß Pe . 
00504 0,0292 0,106 0,0142 0,0015 0,0008 0,0004 
3,0 
’ 0,00001 - —_ ze en 





der Ränder) qualitativ ändern, läßt sich leicht beurteilen, wenn man bedenkt, daß dann 


alle Größen Werte annehmen müssen, die zwischen jenen des Grundfalles (k — «) und 
des Falles vollkommen freier Ränder (k = 0) liegen müssen und daß in letzterem Falle 
unter der hier gemachten Vorausse'zung u — (0 die Biegungsfläche in einen Zylinder 


übergeht, dessen Erzeugende parallel zur y-Achse verlaufen. Im folgenden sollen sämt- 
liche Größen, die sich auf den Grundfall beziehen, den Zeiger 0, jene, die die Abweichung 
hievon infolge der Elastizität der Träger angeben, den Zeiger 1 erhalten; die wirklichen 
Werte werden also jmmer durch Addition der mit den Zeigern 0 und 1 behafteten 
Werte erhalten. 

Daß die Senkungen sämtlicher Plattenpunkte durch die Nachgiebigkeit der 
Träger eine Vergrößerung erfahren, dürfte ohne weiteres einleuchten. Um eine Vor- 
stellung von der Größenordnung der zusätzlichen Durchbiegung zu erhalten, werde be- 
merkt, daß beispielsweise für eine quadratische Platte die Durchbiegung in der Mitte im 
Grundfall 
pa* 


uw. (0,0) = 0,780 | 
Fih’ 
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A, ist, während z.B. für k= I bhin- 
zukommt 
pa* 


18 


u (0,0) = dı = 0,763 > 





| | so daß die ganze Senkung beträgt: 

















16 1 ud + + | 1 N 
I T ur 2 IA 
Pr | | | ie , 
| E, h? 




































































| | | | 
BR | ——— ı m 
! | A=0 | 
| 1} 
L 0 | | | 
m 1,5 1 Br ER Anne 005 
| ei. , 1 | 
nn a: 1-77 004: 
| 0 | 
 MUBREREER | | E03 | 003 
6 | ten | 
| \ | | | 
4 r N Zeh: Su RR! — L N 002 
| \ | | | | 
> — T — . === 2 991 
0 | | | iA 0 u 
02 04 06 08 70 72 74 16 a BEER... 
RA64623) [RA6462,4) 
Abb. 3. Abb. 4. 


Die Senkung der Randträgermitten beträgt 


A,yı 


a,* 


ıw, (o.b) Aı (60) 0, — fı Ein 0,)—= 


Wieder für eine quadratische Platte und k — 1 wird 


N 
w(0,b)= 1,113 h 
) a’ 


Die zusätzlichen Werte der Biegungsinomente bezeichnen wir mit 5.1 bzw. s,ı; 
sie sind gegeben durch die Formeln 
Eh’ O*’w, Eh? ?wı Br 
I = 12 Omi’ Syı = 13 Dn2 a er (17) 
Für die Bemessung maßgebend sind die Werte dieser Gıößen im Plattenmittel- 
punkt Sie nehmen hier, weon nur die Glieder mit m = I und m = 3 berücksichtigt 
werden, die Form an 


Bit, g,j! 2 h 2/;\ | 
Sr] — (A, — ) 4;') pa’, Sl = A (1 ”. ) .- >) A; (\ ) F (dL” \ | ) a) 
T zu \ | wz3/ | 
Die Momente des Grundfalles könnten nach den Formeln 
E\ h? ( ‚3 vo E, h3 co” „Hi, 
50 = 7 > ZW, N,0 —— 2 
12 02° 12 0y? 


aus dem Ansatze (9) gefunden werden. Einfacher ist es jedsch, wenn die sı schon be- 
rechnet vorliegen, die s, auf Grund folgender Ueberlegungen zu bestimmen: 
Wegen der zylindrischen Form der Biegnngsfläche im Falle k — 0 müssen die 
s,(= 80-4 8:1) längs einer Geraden x = konstant sein. Für C =- 0 muß also z. B. 
5: (0,0) = s;(",b) sein, d. h. 
$z0 (0,0) + S.1, x (0,0) = S20 (0,6) + Sa, ao (0, D). 
l 


) S.z B. Marcus, Die Theorie elastischer Gewebe usw, S. 5, Gl. (8), wenn darin, entsprechend 
v—=(0, m = * gesetzt wird, 
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p\2 a)? ö g 
Da aber so (0,5) = 0 und &,1,x—0 (0,db) = —=0,5pa‘, 
- 
folgt $:0 (0,0) ee 5 ee Ai, 


Ferner müssen für k= 0 die s, in der ganzen Platte verschwinden, da infolge der 
Zylinderform der Biegungsfläche die Krümmung in der y-Richtung überall null ist; somit 
ist beispielsweise auch s, (0,0) = 8,0 (0,0) + 8,1, »—o (0,0) = 0 
oder 8,0 (0,0): — 8,1, k=0 (0,0) a (19). 

Auf diese Weise wurden die s,o (0,0) und s,o (0,0) ermittelt und mit den ent- 
sprechenden s,ı bzw. s,ı zu den endgiltigen s,- und s,-Werten vereinigt, wie sie die fol- 
gende Zahlentafel angibt. (Vergl. auch Abb. 5). 


Zahlentafel 4. 


Werte s. (0.0) loben] und s, (0.0) [unten] für runde %k-Werte. Die Zahlen der Tafel sind noch 
mit pa? zu multiplizieren. 












































N 0,25 0,33| 04 05/106 107 |o8 lo9 Il 10/12. 14 | 16 | 1,8 | 2,0 
0 0,200 0,500 0,500 0,500. 0,500 0,500 0,500 0.500 0.500 0,500 0,500| 0,500 0,500| 0,500 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
r 0,353 0,354 0.534 0,337 0,340 0,344 0,350 0,357 0,365 0,381 0,398 0,414 0,429| 0,442 
E 0,010 0,017 0,025. 0,032 0,040 0.047 0,051 0,055 0,056 0,056 0,053 0,048 0,041 0,055 
0 0,250 0,251 0,251 0,256 0,261 0.269 0,280 0,291 0,305 0.331 0,358 0,382 0,404| 0,424 
( 
0,016 0,026 0,035 0.048 0,060 0,070 0,076 0,081 0,082 0,079 0,074 0,065 0,056 0,047 
Ir 0,200 0,201. 0,202 0,208 0,215 0,226 0.239 0,254 0,271 0.304 0,336 0,366, 0,392 0,414 
” 0.019 0,031 0.042 0,058 0.072 0,083 0,090 0.095 0,096, 0,092 0,085 0,074 0.063 0,052 
0 0,167 0,168 0.169 0,176 0,155 0,197 0,213 0,230 0,249 0,287 0,323 0,356 0,384| 0,409 
”“ 0,021 0,035 0.047 0,064 0,080 0,092 0,099 0,104 0,105 0,101. 0,092. 0,080 0,067 0,056 
or 0,143 0,144 0,146 0,153 0,163 0,177 0 194 0,213) 0,233| 0,275 0,514 0,349 0,379 0,405 
a 0,022 0.037 0.050 0,069 0,055 0,098 0,106 0,111 0,111. 0,106, 0,097. 0,084 0,070 0,058 
90 0,125 0.127 0,125 0,136 0,147 0,161 0,180 0,200) 0,222) 0,266 0,307 0,344 0,376 0,405 
u. 0,023 0,039 0,052 0,072 0,089 0,103 0,110, 0,116 0,116 0,110) 0,100 0,086, 0,072. 0,059 
Pa? 
A=0 
cr ZUR MER Hama Ann ine Be 5 Pe 
04 lg) 
03 
02 + 
07 
5/00) 
mer” — - + - En ri - m. 
0 02 O4 0.6 08 70 72 74 16 18 20 
|RA6462,5) 


Zum Vergleich dieser Werte mit den Grundwerten sei noch die folgende Zahlen- 
talel hergesetzt. 
Zahlentafel 5. 


Grundwerte der Biegungsmomente im Plattenmittelpunkt. Multiplikator pa?. 





1 0.25 0353| 04 05 | o6 Ii0o7 | o8 | 09 | 1.0 | 12 | 1a | 1,6 | 1,8 | 23,0 





| | 
I | 

8rn (0,0) 0.000 0.003 0,006 0 018 0.035 0,058 0.086 0.116 0,148 0.210) 0,266 0,314 0,354, 0,387 

8,0 (0.0) 0,031 0,052 0,070 0,096 0,118 0,134 0,143 0,148 0,148 0,137) 0,121| 0,105 0,085) 0,069 
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Das größte Biegungsmoment tritt im Plattenmittelpunkt auf und wirkt im Grundfall 
parallel zu den kurzen Seiten. Die Nachgiebigkeit der Randträger bewirkt nun, wenn 
sie an den kurzen Seiten liegen, eine Erhöhung, wenn sie an den Larngseiten liegen 
(wobl der häufiger vorkommende Fall), aber eine Verminderung des Maximalmomentes 
des Grundfalls und zwar um so mehr, je kleiner k ist. Allerdings erhöht sich dafür das 
Moment in der Längsrichtung der Platte und wird bei längeren Platten und nicht zu 
starken Randträgern schließlich sogar allein in Betracht kommen. Zu jedem Seiten- 
verhältnis A < 1 gibt es ein Steifigkeitsverhältnis %, für das s. (0,0) und s,(0.0) einander 
gleich werden. Sind die tıägerunterstützten Seiten gegenüber den festen Seiten verbält- 
nismäßie lang, wie dies bei Bıückenfahrbahnplatten aus Eisenbeton auf eisernen Längs- 
trägern der Fall ist, so kann demnach die Spannung in Richtung der Längsträger jene 
quer zu denselben um ein bedeutendes übertreffen. Es ist dies bei den gebräuchlichen 
Abmessungen auch tatsächlich der Fall im Gegensatz zu der üblichen Berechnung und 
Bewehrung solcher Platten. Wollte man eine solche Beanspruchung vermeiden, so müßte 
man die: Längsträger übermäßig steif ausbilden. @uadratische Platten werden immer in 
Richtung der Randträger am stärksten beansprucht. Schließlich sei noch angeführt, daß 


1 
lim s., (0.0) — N Br 20 
er ls 2 ı+mf (20) 


3. Die Auflagerdrücke und die Drillungsmomente. Die Auflagerdrücke 


auf den Randträgern sind nach (3) gegeben durch den Ausdruck 
tw 1\ 


v , v O8 u; ) 
u, = E. J : = Es J 4 
Üx y=Lb Ox y=tb 


24n 4 EJ ’ : PER 
E- pP A m’ ün (01 Om Im Sn @,,) COS 
Eh’ 2a 


oder nach einigen Umformurngen 


1 > ed m 
vu, = = CIS . . . . . . (2 | a) 
b* Am 12 2a 


“+ 
Ym E» J E, b h ’ 
Den größten Wert nimmt dieser Ausdruck für J— » (Grundfall) an; es wird in 
diesem Falle 


ne TT I 


(m=1,3,5..) (21) 


iv 


/ min 


-. 


v=bo= „pas u, cos a ae EN 
n” 2 ua 
Speziell für die Trägermitte ergibt sich 
324 
v0 (0) = Dale » a Te Zu : 693) 


JE 
Mit abnehmendem ./ nimmt auch v, ab, um für J=0 (vollkommen freie Ränder), 
wie es sein muß, null zu werden. 
Der Verlauf der Auflagerdrücke auf den festen Rändern <= +. wird durch die 
Funktion beschrieben 


FE, [= (wo + wı Gi (Wo + u) 


Da = } Z = Vu —+ Val . 
12 


x” Oed'y“ Bien + a 


Für k=0 muß »„=pa werden. Dies gibt die Möglichkeit, die Grundwerte der 
Auflagerdrücke zu berechnen. Denn aus 
Va = day + Vaızı=o = PA 
folgt van =PA — Varzı—o und somit vu. = pa — (vaio — Var) » » . (24). 
Anderseits ist ur, —o =PA — Van. 
Da v.o im allgemeinen kleiner als pa ist, wird *,.1,.—, im allgemeinen positiv, 


d. b. durch die Elastizität der Randträger vergrößern sich die Auflarerdrücke auf den 
festen Rändern. Bei schmalen Platten kann allerdings in der Mitte der Langseiten?) v,» 


OF wo 
I, Denn Tr =, 
v2 y=Ltb 
2) S, z.B in den Tafeln 5 und 6 auf *, 78 und 79 des Marceusschen Buches die Werte ar für 
r Y 
— — 1 und 0, 


h 
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um ein geringes größer als pa werden; in diesen Fällen bewirkt die Elastizität der 
Träger in der Mitte des festen Randes eine geringfügige Entlastung. Da %1,.—o = 0 
und alle v.ı-Werte zwischen den durch k=0 und k=» gegebenen Grenzen liegen, so 


gelten die über das Vorzeichen von v,ı,x—o gemachten Bemerkungen für die v.ı schlecht- 
weg, gleichgiltig, welchen Wert k im gegebenen Fall hat. Die Funktion v.ı hat die 
Form r,4f mt 
io r m Try Ya mag - 
va = 4A pa Em’ A, | - ı) (0 + fm — Sui v| er (25); 
L dt’ m 2 A b 2 [09 ) 
daher wird nach (24) 
[ x . N ’ 4 fm . em tt Y Y Day © m Mm y| » 
=prall— 4 Em’ Anı=o — Au | - 1) (0) + fm. Sm | (26). 
Mn 2a b 2a 


Für die Mitten der festen Ränder erhält man den Sonderwert. 
\ 1,1 y n 4 Im 3 - 
v. (0) = pa | c 44 — M Ansk=o — Bun er l . ° ° ° (27). 
Om 
Die Summen für die Auflagerdrücke konvergieren verhältnismäßig langsam, so daß 
hier die Berechnung einer größeren Zahl von Gliedern nicht zu vermeiden ist. 
Die zusätzlichen Drillungsmomente nehmen die Form an 
Fır? O2ac, ') 


I — 
12 Oro y 
te) /\ Pr ’ q f % fn + MITY WEL MAY eMTX , 
— pa’ Sm? A. (\ — 7) Sin -—— fa (0) - /sin (28). 
zu & (un 2a b 2a_ 2a 
Sie verursachen durchwegs eine Verringerung der Drillungsmomente des Grund- 
fal!es. Denn für k—= » werden alle /f, =0, während für k=0 überall 4, + fı,.—o = U 
oder 
Hiemmh .: .: 2 eh 8.5 ss 
wird. Für irgendeinen endlichen k-Wert wird demnach stets die Ungleichung 
bo tb <o0 


bestehen; die f, sind also immer von entgegengesetztem Vorzeichen wie die 4, und dem 
absoluten Betrage nach kleiner als diese. Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 
In der Ecke € =a, Y—=b wird 


 . fa\ m: ne 
ft = I = ra?’ < m? An (1 — ) Sın 0, — fi. Co] 0, 
A L_ () m 
2 Br 
d nach (29) BA a | ai = 
u. 1 h ty = ra 3 m“ A, A ) l eg om N; Zr Fi 0) @ y 
7T E: () m 
. " 4 er z 
8) ] t I) / 7] . 17) ’ | fm a 9 » - - r r 
BO = - pa” 2 m“ An .k nz Am | (1 hans ) Hu wo. Im So) 0 m ’ (30). 
TI L ' m i 


Rechteckige, ringsum irei aufliegende Platten haben bekanntlich das Bestreben, 
die Ecken von der Unterlage abzuheben, so daß zur Herstellung des Gleichgewichtes 
noch gewisse abwärtsgerichtete Einzelkräfte in den Ecken angebiacht werden müssen, 
deren Größe — ?2f ist. Dieses Bestreben des Abhebens der Ecken wird durch die 
Elastizität der Träger demnach auch verringert und verschwindet mit den Drillungs- 
momenten bei k =0. 


4. Zahlenbeispiel.e. Es sei eine rechteckige Betonplatte von 200 cm Länge 
(a — 100 em), 100 em Breite (b’—= 50 em) und /ı 24 cm Dicke zu untersuchen, die an 
den Laangseiten durch je einen Il-Träger P.N. 25 (J— 5556 em*) unterstützt sei. Der 
Elastizitätsmodul des Betons sei mit ZZ = 140000 kg/cm’, jener des Eisens mit 
Ey — 2100000 kg/em? angenommen. Die Belastung sei gleichmäßig über die ganze 
Platte verteilt und betrage p = 0,4 kg/m“. 

Dann werden 


r 50 bh’ 50 .20° BE 2 3 Es .J 2100009 - 5556 2 
,). 0,5, = 2 33 3), k = —— =— 2,0. 
100 12 12 bh’ 140 000 - 33 338 
E 19 
Aus Zahlentafel 3 findet man für A=05 und k= 2,5 die Werte 
A, —= 0,859, 43’ = — 0,00106. 


I) Vergl. z. B. in dem Buche von Mareus, S. 5, die dritte der Gl. (8), wenn darin, entsprechend 


unserer Annahme «—=0, m= © gesetzt wird. 
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Ferner wird der Multiplikator 


b\°’ h 
12,3846 ( ) 2 = 0,0:764. 
h, E, 


Berücksichtigt man lediglich das Glied mit A,, so erhält man 
wi (0,0) = Aı — 0,02764 - 0,859 = 0,0237 cm. 
Die wı-Werte längs der x-Achse würde man durch Multiplikation dieser Zahl mit 


u n . .. . . ” . P E_ı. 7 ‘ 
cos — , jene längs der y-Achse durch Multiplikation mit (Go) „id fı Sin"? erhalten, 


‘ 


a 2a b 2a 
wie aus (1) folgt, wenn die dortige Summe lediglich auf das Glied mit m = 1 beschränkt 
und nach (6) Bı = — fi Aı gesetzt wird. Speziell für die Mitten der Randträger erhält 


b 


tb 


man mity=b, = 2 Sof — 1,3246, /ı = 0,3123 (e. Zahlentafel I) und Sin ; — 0,8687 


2a 4 4 
w; (0, b) = 0,0250 cm. 

Um die wirklichen Durchbiegungen zu erhalten, sind zu den ı“,-Werten noch die 
Werte wo hinzuzufügen. Nach den Tabellen von Lewe') findet man für unseren Fall 
12 p»* 
E, h’ 
Demnach ı (0,0) — 0,0237 + 0,0043 — 0,0280 em, 0 (0,b) = wı (0,b) = 0,0250 cm. 

Die für die Bemessung maßgebenden Biegungsmomente im Plattenmitttelpunkt 
können unmittelbar aus Zahlentafel 4 entnommen werden zu 


$: (0,0) = 0,153 pa? = 0,153 - 0,4 : 100?—= 612 kgem/cm. 


wo (0,0) = 0,16207 » — 0,0043 cm, wo (0,5) = 0. 


s, (0,0) = 0,069 pa? — 276 kgem/cm. 
Die zugehörigen Randspannungen betragen 
612 . 276 ’ 
6, (0,0) = „= 9,18 kg/cm?, o,(0,0) = ld kg/cm‘. 
6 6 


Die Drillungsmomente in den Ecken sind nach (30) zu berechnen. Wollen wir 
hier die ersten beiden Glieder der Summe mit m =1 und m=3 berücksichtigen, so 
müssen wir uns zunächst ermitteln: 


Aı',=o — 4ı’| = 2,219, ee: it 0,602, Sin m, = 0,8687, Go wı = 1,3246 
@; 
/ tr Pr 2 « ) 
A3’',x—o — 43’| = 0,00435, 1— " — 0,768, Ein 0; — 5,2280, Gof w; — 5,3228. 


w3 
Damit findet man für den hinter dem Summenzeichen stehenden Ausdruck 
für das Glied mit m=1 . . .. ..2 ....0,2425 





für das Glied mitt m=3 . . .. ..2.2.60,0434 
d.i. zusammen 0,2859 
' R i 84 u 2 
Diese Zahl mit dem vor dem Summenzeichen stehenden Faktor . pa” —= 636,6 
TU 
multipliziert, gibt t= — 12 kgem/cm. 


Schließlich ermitteln wir noch die in den Seitenmitten auftretenden Auflagerdrücke. 
Wir wollen uns dabei mit der Berechnung der drei ersten Glieder der bezüglichen 
Summen (m = 1, 3, 5) begnügen, obwohl die weiteren Glieder immerhin noch ins Gewicht 
fallende Korrekturen ergeben können. — Zunächst müssen wir hier die Werte A, und 
A; .x—o, die aus den Zahlen'afeln nicht zu entnehmen sind, berechnen. Für den Zähler «;’ 
folgt aus (14), indem man darin m =5 und r —3 setzt, 


R 3 ‚{5 3 Fr z 
| = — |, — —- : 0,1572 = 0,0943, 
5 6 5 


«) 
1 5 . * Tr 
wobei «3' (.) aus Zahlentafel 2 durch Interpolation erhalten wurde. Die Nenner von 
Bi; 


As’ bzw. As’.„—o ergeben sich nach der Näherungsformel (16) mit 0; — T zu 


N,- 3,5; = 5869 und N, = 17179 


l, Lewe, Die strenge Lösung des Pilzdeckenrproblems, Lastfall 22. 
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- 0,0945 t 0,0943 
und damit 4; —= 0,000016, A; = = — - 0,000 121 
5869 779 
Ferner findet man nach (5) f5 = 0,66». 
Weiter wird 
’ sfı 
Po N A, | ı) — 2,219 » 0,5905 = 1,8103 
(in) 
[4% 3 . as a yo 
3A — A| "—1)= 27: 0,00435 - 0,0731 0,0086 
(): 
’ ‚If ö . 
) '4;, o—4; | ı) - 1209 0,0UU10» + 0,329 ) — 0,0043 
(4 





zusammen 1,2974. 
Demnach It. (27) der Druck in Mitte des festen Randes 


i , \° “ 
va (0) = 0,4 - 100 E Be ) 1,294 | = 27,0 kg/em. 


Den Auflagerdruck in Mitte des elastisch gestützten Randes berechnen wir nach 





(21), indem wir darin © = (0 setzen. Wir finden 
Ay (Go) o, fh Sin o,) = 0,859 - 1,0534 0.9049 
34,’ Bol a; — A Sin @;) — 81 + (— 0,00106) - 2,4684 — — 0,2119 
n+ 4.’ (Sol DW; - f5 Sin 9; ) —= 625 + 0.000016 - 8.569 — 0857 
zusammen 0,7787. 
Endlich wird 234 n4'ErJ ER 
p> 1,04, 
Eı bh 
so daß », (0) = 19, 637 - 0,7787 = 15,3 kg/cm. 
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Theorie der Leitung von Wechselstrom durch die Erde. 
Von G. HABERLAND in Breslau. 


1. Einführung. Dient die Erde als Rückleitung für einen Wechselstrom, dessen 
Hinleitung eine Freileitung oder ein Kabel ist, so fließen die Erdströme in einiger Ent- 
fernung von den Erdungsstellen parallel zur Hinleitung und haben nur in deren Umge- 
bung merkliche Größe. 

Ueber die Verteilung und die Größe des Erdstromes sind in letzter Zeit von 
O.Mavr'!) und R Rüdenberg‘) theoretische Uptersuchunrgen angestellt. O0. Mayr nimmt 
an, daß nur eine unendlich dünne Platte an der Oberfläche der Erde leitend ist und 
löst das Problem in einer für niedere und mittlere Frequenzen hinreichend strengen Form. 
R. Rüdenberg setzt voraus, daß die Erde ein homogener Körper ist, und baut seine Ab- 
leitung auf der willkürlichen Annabme auf, daß die magnetischen Kraftlinien Kreise sind, 
deren Mittelpunkt in der Zuleitung liegt. Im nachstehenden Aufsatz wird angenommen, 
daß die Erde zwar im allgemeinen gleichförmige Leitfähigkeit besitzt, aber an der Ober- 
läche von einer dinnen besser leitenden Schicht bedeckt ist. Durch diese Annahme soll 
dem Umstande Rechnung getragen werden, daß die oberen lockeren Schichten meist einen 
höheren Wassergehalt haben als die unteren und daher besser leiten. Bei der Lösung 
der Aufgabe werden die Maxwellschen Gleichungen zugrunde gelegt, willkürliche An- 
nahmen sind vermieden. Die Verschiebungsströme werden auch hier, wie bei OÖ. Mayr, 
vernachlässigt; die Ergebnisse sind daher für Hochfrequenz nicht brauchbar. 

Spezialisiert man die vorliegende Aufgabe auf den Fall, daß die besser leitende Ober- 
flächenschicht vernachlässigt wird, so erhält man die strenge Lösung des von R. Rüden- 
berg behandelten Problems. Es zeigt sich, daß dessen Annahme konzentrischer ma- 
gnetischer Kraftlinien für die nächste Umgebung der Hinleitung zu einer brauchbaren An- 
näherung führt, in weiterer Entfernung dagegen auch in der Größenordnung unrichtige 
Resultate ergibt. Der innere Grund dafür liegt darin, daß der elektromagnetische Zustand 
an der Oberfläche eines leitenden von Wechselstrom durchflossenen Körpers von dem Zu- 


Otto Mayr, Elcktrotechnische Zeitsehrift 1925, S. 1352. 
“) Reinhold Rüdenberg, diese Zeitschrift, Bd. 5, S. 361. 
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stand im Inneren gänzlich abweicht. R. Rüdenbergs Rechnungen führen nicht zu ein- 
facheren Ergebnissen, seine Formeln sind für weitere Entfernung sogar unhandlicher als 
die der strengen Lösung. Ihren Vorzug bildet lediglich die bequeme Herleitung. 

Die nachstehenden Abschnitte behandeln nur den theoretischen Teil der Aufgabe. 
Die praktischen Folgerungen und die Prüfung anhand von Versuchsergebnissen bringt ein 
Aufsatz, der in der Elektrot. Zeitschrift erscheinen wird. 


2. Allgemeine Lösung. Im fol- 





genden wird vorausgesetzt, daß die Fern- NS ny 

leitung des Stromes durch eine Oberleitung x 

erfolgt. Eine kleine Aenderung der Rech- AS 

nung führt zu den Ergebnissen für Erd- Zu 

kabel. Doch ist von der Behandlung dieses i 6 

Falles abgesehen, weil ein Erdkabel stets 2 

so nahe der Erdoberfläche verlegt wird, daß S o 

man es ohne merklichen Fehler als auf » 2 Wal 

dieser rubend annehmen und daher als ! — BVAZE 

Spezialfall der Oberleitung ansehen kann. Überflächenschictrt 0 %x 
Da die Verschiebungsströme nicht be- y Ss 

rücksichtigt werden, führt die Aufgabe auf Spiegelbild der “% ' I. 

ein ebenes Problem. In allen Ebenen senk- Oberleitung | 26) I. 

recht zur Leitung ist der Verlauf der ma- | ei 

gnetischen Kraftlinien der gleiche, und die = 

Stromdichte in der Erde hat in allen diesen Abb. 1. 

Ebenen dieselbe Verteilung. Man lege die Bezeiechnunren (eingeklammert dimensionslose 

X Y-Ebene senkrecht zur Leitung, die Bezeichnungen). 


X-Achse in die Oberfläche und die Y Achse 
durch die Leitungsmitte. Alle Größen sind auf das elektromagnetische, Maßsystem be- 
zogen. Die Bezeichnungen sind durch die Abb. 1 erläutert und haben folgende Bedeutung: 


J Leitungsstrom, 

: Stromdichte in der Erde für I cm‘, 

m » » » Öberflächenschicht für 1 cm, 

o spezifischer Widerstand der Erde, 

9. und S, Komponenten der magnetischen Feldstärke, 

h Leitungshöhe, 

d ideelle Dicke der Oberflächenschicht, d. h. die Stärke einer Erdschicht, deren 

Leitfähigkeit gleich der Leitfähigkeit der Oberflächenschicht ist, 

x, y Koordinaten eines Bezugspunktes, 

a Abstand eines Bezugspunktes von der Leitung, 

ai » » vom Spiegelbild der Leitung, 

© Kreisfrequenz des Leitungsstromes. 

Nimmt man an, daß die wirksamen Erdschichten von ferromagnetischen Materialien 
frei sind, und vernachlässigt man die Verschiebungsströme, setzt man also die Permabilität 
gleich 1 und die Dielektrizitätskonstante gleich Null, so erhält man aus den Maxwellschen 
Gleichungen folgende Beziehungen: 

O Ds IND 


für die Luft 0... Da De Keane 
Oy ‘Or 
r un u 09: IH, 
für die Erde — a 2 02, 0 
oy x 
O3 O9, a; ‚9 
0 u — — (2), BER np. - re ° : 
x ot Ooy ot 
- d !N, IN, 
für Luft und Erde - + —(0..n aerre 
0x )y 


Zur Lösung dieser Gleichungen kann man sich der symbolischen Methode bedienen, 
da allen vorkommenden Wechselstromgrößen sinusförmiger Verlauf zugeschrieben werden 
darf. Man nehme ein komplexes Potential y an und setze: 


9) 


ü J® i 
= r Y ° . ° ° ° . e . . . ° ( 

‚* )« r da 

ne er Built .,..: 4.5 


'y , )ız 
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Die Stromdichte in der Oberflächenschicht ist gleich dem Strom, welchen eine Erdschicht 
von der ideellen Dicke d beim Potential der Oberfläche führt. Hat also das Potential an 
der Oberfläche den Wert y, so ist die Stromdichte in der Oberflächenschicht: 

’ Jad 

APR nn un) FE He ne ; 3 


‘) 


x 


Die reellen positiven Anteile obiger Größen bedeuten die mit dem Leitungsstrom 
phasengleichen, die imaginären positiven Apteile die dem Leitungsstrom um eine Viertel- 
Periode voreiienden Komponenten. 

Die Gleichungen (1) bis (4) sind durch die Ausdrücke (5) und (6) erfüllt, wenn 
das Potential folgenden Bedingungen genügt: 

weh Er tn... 1... 
dx“ oy“ 
og Vg ‚Aaro \ 
+ dy2 ] > BP 
Die Gleichungen (7) erhalten eine einfachere Form, wenn man als Bezugseinheit für alle 
Längen die Strecke 


für die Erde 


x 


ii 
k=Y _— I  . 


to 

einführt. Die Strecke k soll im folgenden als Eindringungstiefe bezeichnet werden, weil 
sie, wie sich später zeigen wird, ein angenähertes Maß für die Tiefe ist, bis zu welcher 
der Erdstrom noch merkliche Größe besitzt. Mit Benutzung der Eindringungstiefe führe 
man folgende neue Bezeichnungen ein: 

ec —-kS und y=kn Koordinaten des Bezugspunktes, 

h—=ky lieitungshöhe, 

h r. Bairi, -7)=kS% Summe der Höhen von Leitung und Bezugspunkt, 

’ Abstand des Bezugspunktes von der Leitung 
aqa= gr 6» » » vom Spiegelbild der Leitung, 
d=köÖ ideelle Dicke der Oberflächenschicht. 


Die Differentialgleichungen (7) erhalten mit diesen Bezeichnungen die Form: 
aL op 
für die Luft tn 0 BEER ee 
5 07° 


9 0) 
a. Op 9 Ä 
für die Erde + —=jg EG: . )° 

OO In 


Unter den Lösungen dieser Gleichungen sind diejenigen auszuwählen, welehe den 
Grenzbedingungen genügen. Die Grenzbedingungen lauten: 


I. In großer Entfernung von der Leitung muß das Potential sowohl für die Luft 
als auch für die Erde gegen Null konvergieren, weil die Summe aus dem Leitungsstrom 
und den Erdströmen Null ist: 


(= =0. . . rar ee © 


. Ia der Nähe der Oberleitung muß die IE Feldstärke sich dem Wert 
9 
nähern. Diese Forderung ist, wie aus den Gleichungen 6 hervorgeht, erfüllt, wenn 
a 


in der Nähe der Oberleitung das Potential folgenden Wert hat: 
(Y)—0=2jlognats-+tfcet.cont. -. . .» 2 2... (11). 
An der Erdoberfläche muß die senkrechte Komponente der magnetischen Feld- 
stärke für die Luft und die Erde gleich groß sein, dagegen die wagerechte Komponente 
einen Sprung erleiden. Denn setzt man die Stromdichte für die Längeneinheit der Ober- 
flächenschicht gleich i, (Abb. 1), so besteht, wenn man die Größen für die Luft und die 
Erde durch die Indizes I und 2 unterscheidet, nach Maxwell die Beziehung 


Nı — Dr =A4Anio. 


Die Grenzbedingungen für das Potential an der Erdoberfläche erhält man, indem man 
die Feldstärken und Ströme mittels der Gleichungen (5) und (6) durch das Potential aus- 


drückt, zu Iqı Oggy 
= Der "De Pr FO 
( 0 | ). 0 ( a) 


d)E JE 


es = je (43): BE. + 5. 5 AA, 


On), 
‘ ' 

















veWw, 
lech. 


icht 
an 


'om 
tel- 


°onn 


ılle 


"eil 
Ier 
Ire 


"n 


ıft 
m 








Band 6 left 5 , . . . qm » 
Oktober 1926 Haberland, Theorie der Leitung von Wechselstrom durch die Erde 369 


Man bestimmt zunächst partikuläre Lösungen der Differentialgleichungen (9), welche 
im Unendlichen verschwinden. Solche Lösungen sind für den Luftraum 


Yı = jlog nat \, „= 2 jlog nat 4 und 9, —Aer'"ncos(@f), 


5° +(n+x) 0 
wobei « einen beliebigen positiven reellen Parameter bezeichnet. Die erste dieser Lö- 
sungen erfüllt auch die Grenzbedingung (11), denn in der Nähe von o—0 ergibt sie 
yı = 2 jlog nat o + fet. cont. 
Eine partikuläre Lösung für den Erdraum, die für 7 — — » verschwindet, ist 


Ä 
“ . 
G2 = Aetneos(w!), 
wenn man setzt 


326 3 ae ; |: ® 


Durch Komposition der gefundenen Lösungen kann man auch die Grenzbedin- 
gungen (12) an der Erdoberfläche erfüllen. Man nehme für den Luftraum 


I. 


Yı — 2 jlog nat - + encoo(ad)Adau. . . . .. (14a) 
,„ 0 g 
0 
und für den Erdraum 


Rn 


» 


g2=| ee?" eos(a}) Ada hi ea a BE 


V 


wobei A eine vorläufig unbestimmte Funktion des Parameteıs @ bedeutet. 
Die Gleichungen (14) erfüllen die Grenzbedingungen (12a), wenn die Integrale 
nach « und P differentiierbar sind. Denn es ist 


F 


ıq Jqa r PN 
( .) =( / ) — — [« sin(aS) Ada. 
VE/n—0 O8 /n=0 


0) 


Es ist schließlich noch der Faktor A so zu bestimmen, daß auch die Grenzbedingung 
(12b) befriedigt wird. Nun erhält man ans Gl. (14a) 


jr. 


a 


dc \ j . 
( 1 44 = | weos(«dAde. 
() r r, () &: l y* \ 
0 
Mit der Beziehung!) 
aX 
Eu [ «1 e0s („S)de 
0 
ergibt sich somit: 
N I 
cd) ı . R , ii ! + 
( r) = — 49 | e71 cos (aS)du acos(af)Ade. 
on/s=0 4 
Ö 0 
Für die Erde findet man aus Gl. (14b) 
L 
od 9 Ir 
( ") = Peos(ag)Ade, 
J3n =) P: 
0 
Die Grenzbedingurg (12b) lautet: 
og )q9 . 
( ’ u 43 — jd (92)1—0. 
@) r r] 0 co) r N) () 


Sie ist erfüllt, wenn 
— 411e 7’ — A ( — P) == 7 0a 


ist, oder mit Berücksichtigung der Beziehung ? — Ver+j 


e7/ er’ /(A— a) 
äw—43 AR EP u 4 » MB 
J a+pA+j Ö 1-+0 (3 a) 


I, 1 ,aska, Formeln, 1894. S. 255, 
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Durch Einsetzen des Ausdrucks (15) in die Gleichungen (14) erhält man für das 
Potential 


F. 
" era(n+Y/) eos (m &) 8—a)da 


. oO 
in der Luft y,=?jlornat - — | (164 
J Js Ir i 1+0(83— a) 
v0 
& > 
. PN =a) eo: t)(d—a)d 
inderErde ——4 | e cos (ad) Hd —a)da ee Ve 
1+0(83— a) 


0 

Die Werte für das Potential sind in der ganzen Ebene, mit Ausnahme des Ortes 
der Leitung, endlich, stetig und differentiierbar, erfüllen die Differentialgleichungen (9) 
und die Grenzbedingungen (10) bis (12) und stellen daher die richtige Lösung des Pro- 
blems dar. 

Mit dem Ausdruck (16) für das Potential erhält man den Erdstrom und die ma- 
genetische Feldstärke aus den Gleichungen (5) und (6). Die elektrische Feldstärke an einem 
Bezugspunkt, d.h. die induzierte Spannung für die Längeneinheit, ist 


pm 2°"? er Be Eee; ;- } ° 


as Potential ist also nichts anderes als die elektrische Feldstärke für den Strom I und 
die Kreisfrequenz 1 oder als die Fremdinduktivität für die Längeneinheit. 


3. Untersuchung des Falles 9 —0. In diesem Abschnitt wird der wichtige 
Sonderfall behandelt, daß die Erde als homogen angenommen, der Einfluß der besser 
leitenden Oberflächenschicht also vernaeblässigt wird. Die Gleichungen (16) sind für die 
Anwendung unbequem, sie sollen daher auf eine Form gebracht werden, die für die 
praktische Rechnung zweckmäßig ist. Zunächst wird das Potential in der Luft untersucht. 

Das l’otential für die Luft beträgt, wenn man für die Summe aus den Höhen der 
leitung und des Bezugspunktes (=, + y einführt und d — 0 setzt, nach Gl. (16a) 


es 


r OÖ zu u er ° 
Yı =?2,jlog nat 4 f* cos («S) Ver +j—e)dae . . . (18). 
0, { 
0 
ER Man zerlege nun den Ausdruck für das Potential in 
Q (ee r be, os) 7 gut tue + + 1% + 
J D} / 
mit der Bedeutung 
A 
u, — 2 jlog nat (20) 
—V-7 j 0] 
; . 
WARE BEL Es r ge, 
27 7 n—dle SeoslaSd)ada=4- — ) (21) 
\ - 2 , &313 
 ) = - - 
\ 0 
14 
rn U = — >| errtis5yatrjdu er (22) 
u 2 Ö 
Alb. 2. 4 
Integrationswege für Gl. 22 u. 23. u —): es ja: Yu +jda . . . (23). 


v0 
Die beiden letzten Integrale kann man für S> {nach dem Cauchyschen Integral- 
satz über die gebrochenen Wege (Abb. 2) OBA für w und VO CA für u, erstrecken, da 
zwischen den Integrationswegen keine Unstetigkeit stattfindet. Die Integrale über die 
Kreisbogen B A bzw. (A sind Null, weil der Integrand exponentiell verschwindet. Ersetzt 


man noch « in dem Integral «; dureh + «V — j und im Integral «, durch — «@yY j, so 
erhält man 


F- 


” 


la —= 2 jeiel ’IE+3T .Yı — a? da 


I, Laska, a.a O,.58. 2585. 
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Die Integranden von u; und «;, haben für «= — 1 Windungspunkte Für ws ändert 
sich das Vorzeichen der Wurzel nicht, bei «, gilt das obere Vorzeichen für «> I und 


das untere für @<— 1, wie aus Stetigkeitsbetrachtungen folgt. 

Aus jedem der beiden Integrale «; und «, kann man eine Besselsche Funktion 
dritter Gattung (Hankelsche Funktion 2. Art) abspalten, denn es ist, wenn der reelle 
Anteil von z positiv und der imaginäre negativ ist') 


‘ —— 
Hy,“ (2) = 
s = eJ?“ | 1 — w‘ d WW, 
2 2 
— ] 


Mit Benutzung dieser Beziehung ergibt sich 


U + u = —ınN 
! V-s(E+j9 V- j(E ic \ 


(im? [y 4 &£Ex,;0] 2 [} ji& 2) 


(24a) 


| e-VJEasin (VYjlCoaYı-a!da 
0 

Für &<{ erstreckt man die Integrale ; und «, über den gebrochenen Weg 0 DA 
(Abb. 2). Da zwischen den Integrationswegen keine Unstetigkeit vorkommt und die Inte 
granden im unendlichen exponentiell verschwinden, ergibt sich, wenn man noch « durch 
@y — j ersetzt: 

IR 1% 
1 — 2 [eelie-is. Yı ade, uUu= 2 Jejahr@ass Vi — {ade 
0 Ö 


Es gilt nun für die Hankelsche Funktion 1. Art, wenn der reelle Teil von z positiv 
ist '), die Gleichung 


ı Hy! (2) - 
. —— [eV - w’dw. 


Folglich erhält man 


\niIlVj(&+jE AH'lVst&—-;3;Hl s / 
EEE m. IVJ sa), HM WW j le -1 -sircos() 


jse)Vı—u?de (21b), 
Vi(&+,9 Vs(c-,H J 


Mit Benutzung der Umformungen (24) ergeben sich aus dem Ansatz (19) für das 
Potential in der Luft folgende Gleichungen 


| £2 2[ Wwi- ei 2 :(£ r 
FE Te" a a YHIV—-sjE+jD), HM 3E—-38] 
a) für S>C: y=?2Jlog nat FI — — | t 
6, (£2 + 592 Ü Y-je+yjY V-5&-,58 
—4j eNiEasin(YjEu)Yı— ade . . . 2.2 0.202.258) 
Ö 
Da 6 2 _ \miyvs@+sdl, m'Wste-58) 
b) für S<CC: g=2Jjloegnati— +1 —-—— +7 + 
" wer) Vv36S+,jd v3 5-59 
1 
=. u eV -j:a eos (V— j:e) yı — a?da re a u rt ee 
Ö 


Die Gleichungen (25) eignen sich gut zur Diskussion und führen für die praktisch 
wichtigen Fälle zu bequemen Formeln. Zur quantitativen Diskussion ist es nötig, die 
Eindringungstiefe zu bestimmen, da alle Längen auf diese als Einheit bezogen sind. Die 
Eindringungstiefe beträgt nach GI. (8) 


k= | 


t to 


Mit dem Mittelwert e = 4 10!” cm?s-' erhält man als Eindringungstiefe für die übliche 
Wechselstromfrequenz f= 50 ss"! oder =2 7: 50 5”! 


k=-10°’em= 1000 m . : BEE, . (26a). 


I) Jahnke-Emde, Funktionstafeln 1909, S. 170 
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Für Tonfrequenzen, «twa f= 1000 s7', ergibt sich 
k=224-1l0tom= 224m . . . 2.2... .[(26b). 
Die gebräuchlichen Leitungshöhen betragen für Starkstrom etwa A— 10 m und für 


Schwachstrom etwa y=6m. Es ist demnach für Bezugspunkte in der Höhe der Schwach- 
stromleitungen mit obigen Werten für k 


= ETT 0,016 bis 0,072. 

Bis zu Tonfrequenzen herauf und erst recht bei niedrigen Frequenzen ist also die Zahl £ 
für Bezugspunkte in der Nähe der Erdoberfläche klein gegen 1. Da man wegen der 
Unsicherheit, die über die Größe des spezifischen Erdwiderstandes besteht, sich wohl stets 
mit einer Genauigkeit der Ergebnisse von + 10 vH zufrieden geben wird, kann man bei 
der Entwickelung der Formeln für das Potential nach Potenzen von { die höheren Glieder 
der Entwickelung vernachlässigen und zu einfachen Gleichungen gelangen. 

Für Bezugspuokte in der Umgebung der Öberleitung wird man zweckmäßig die 
Gleichungen (25) nach Potenzen von S-+:{ bzw. £—i[ entwickeln. Man erhält, wenn 
man die Glieder von höherer als der ersten Ordnung vernachlässigt, 


n 1,852 8 EN 4 
V—= — Eee 27 log nat 2 >: (1 = I) ,. .;  wl4 (27). 


Man darf bei den vorausgesetzten Ansprüchen an die Genauigkeit das dritte Glied der 
Formel unterdrücken und kann die Gleichung bis zur Entferaung 6 — 0,4 verwenden, da 
erst bei größeren Abständen die nicht berücksichtigten Glieder der Entwicklung maß- 
oebenden Eiufluß gewinnen. Für das Potential ist also im allgemeinen nur der Abstand 
des Bezugspunktes von der Oberleitung maßgebend. Man bekommt demnach den gleichen 
Wert für das Potential, wenn man sich die Oberleitung und den Bezugspunkt im Abstand o 
auf den Erdboden gelegt denkt und auf diese Anordnung die Gl. (27) anwendet. 

Für Bezugspunkte in beliebigem Abstand von der Öberleitung findet man einen 
einfachen Ausdruck für das Potential, wenn die ÖOberleitung und der Bezugspunkt auf 
der Erdoberfläche liegen. Es ist daon {= 0, man erhält also aus Gl. (25a) 

"pa 20 7x... 2 

5 ey -/ 

Mit Hilfe von Zahlentafeln der Hankelschen Fonktionen!) kann man das Potential be- 
quem berechnen. Die Ergebnisse der lechnung sind in Abb. 3 zeichnerisch dargestellt. 
Die Abb. 3 enthält die reelle und die imaginäre Komponente und den absoluten Wert 
des Potentials in doppelt-logarithmisehen Koordinaten. Das Potential nimmt mit wachsender 
Entfernung von der Oberleitung ständig ab, in der Nähe der Leitung überwiegt die imagi- 
näre, in größerer Entfernung die reelle Komponente Die reelle Komponente ist stets 
dem Leitungsstrom entgegengerichtet, die imaginäre Komponente ist mit wachsender Ent- 
fernung abwechselnd nacheilend und voreilend. 

Liegt die Oberleitung oder der Bezugspunkt oder beide iiber dem Erdboden, so 


se'ze man EV 6,?— [? und entwickle die Gl. (25a) nach Potenzen von £. Das Poten- 
tial enthält ein von { unabhängiges Glied 
’ t II° (6 4) 
un ,, ra 
es 9 V —,j 


Dieser Ausdruck hat dieselbe Forn wie die Gl. (28), man kann also seinen Wert der 
Abb. 3 entnehmen, wenn man für 5 den Abstand des Bezugspunktes vom Spiegelbild der 
Oberleitung setzt. 

Die von { abhängigen Glieder ergeben, wenn man die Entwicklung mit der zweiten 
Potenz abbricht, das Korrektarglied 


Iny 2 S ar Ho; V — » 
r= 2. | — — 2n Bo’ (0 j))+ 7 4 
o,° o,° 0,” : 


L 


9r 
1 
| 


(4+j aus 
by 
1 (30). 


+ ol fe line. Vı— du 
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Abb. 5. 


Potential an der Erdoberfläche. Die Multiplikation mit 10 


! 


ereibt die Fremdinduktivität in H/kın. 


Berechnet man das Korrekturglied zahlenmäßig für verschiedene Werte von 9, und ver- 
gleicht es mit dem Ausdruck 29, so erkennt man, daß die Korrektur ce 10 vll des Wertes q’ 
nicht überschreitet, wenn © < 0,1 und S > 0,>2 ist. Man darf also bis zu Sprechfrequenzen 
herauf innerhalb der zulässigen Fehlergrenzen den Einfluß der l,eitungshöhen vernach- 
lässigen und der Berechnung des Potentials die Gl. (29) zugrunde legen. 

Für großen Abstand des Bezugspunktes von der Oberleitung wird der Ausdruck 
für das Potential noch einfacher, weil dann die Hankelsche Funktion exponentiell ver 
schwindet. Für 5> 6 ist ohne merklichen Fehler 

le nr 0a pr, ar A 


£2 
- 


Um ein Bild des elektromagnetischen Zustandes im ganzen Raum zu gewinnen, soll 
im folgenden noch das Potential in großer Entiernung von der Leitung und für die lot- 
rechte Ebene, die durch die Oberleitung geht, bestimmt werden. Die Leitungshöhe wird, 
da sie nur in der Nähe der Oberleitung von Bedeutung ist, für diese Iiechnung gleich 
Null gesetzt. 

Für großen Abstand des Bezugspunktes von der Leitung kann man die 
Gleichung (25a) in eine semikonvergente Reihe entwickeln. Der l,ogarithmus und die 
Hankelschen Funktionen verschwinden. Der Integrand hat nur in der Nähe von @—= 0 
merklichen Wert. Wenn man von exponentieli verschwindenden Korrekturen des Inte- 


grals absieht, kann man Viı—.«* nach Potenzen von @ entwickeln und erhält, wenn man 
nur das erste Glied berücksichtigt, 

t+nVy 8 n° I+n) 

g + a U —— . ee |. ;° 

s’+n" BR +7 
Für konstantes Potential stellt der Ausdruck (32) die Gleichung von Kreisen dar. Die 
Aequipotentiallinien in großer Entfernung von der Leitung sind danach Kreise, deren 
Mittelpunkt senkrecht über der Leitung liegt und deren tiefster Punkt bei der imaginären 


Komponente die Erdoberfläche berührt, bei der reellen Komponente um y= NY 2 unter 
der Erdoberfläche liegt. 


24 
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Fir Bezugspunkte, die senkrecht über der Oberleitung liegen, ergibt 
Gl. (25b) mit y=S=0 
) H'(n)y | ‚1% j Y. 
g=— 2% fe Vı-edı.. ‚ (33). 
nV; i 
Diese Gleichung kann man etwas vereinfachen, wenn man folgende Darstellung der 
Besselschen Funktion 1. Art benutzt, 


Alanya p | / 
77 — - K 4 /Yı da) 


und beachtet, daß 
l Hl | 
e 4 i 1 yo | - Bun 
I. } | da — |. I | ade Sin (V A a)V ı a de 


0 | 0 


ist. Man erhält, wenn man noch Sin (V— j,«) entwickelt und die Integration ausführt ’), 


| 24 H,'( I; J( \; a jr? 2 r? 2-4 \ | 
q + 1272 | | e - ee En (v4 
r L I I‘ ® ;;' we . 4 


4 


Da die Reihe gut konvergiert, ist die Gl. (34) zur Berechnung des Potentials brauchbar. 
Für Bezugspunkte, die senkrecht unter der OÖberleitung, also in der Erde, 


liegen, erbält man aus Gl. (l16b) mit y=S=-0—( 
= 4 le in} e)dıe ’ a ; 881 
m 
Hierin ist 5° —= @° + j). Führt man 5» als Unabhängige ein, so ergibt sich mit « 9’ —j 
und @d« Pdp 
r ( \ K | )* } + 3) da Mr n 1352 
Coo v7 J J Fr t \ 
Das Integral ist über den gekrümmwten Weg AB (Abb. 4) zu er- 
2XKYV h 
nn. strecken. Statt dessen kann man nach dem ('auchvyschen Inte- 
0° I. gralsatz auch den gebrochenen Weg ACB nehmer, da zwischen 
[RRsss7« beiden Wegen keine Diskontinuität liegt. Beachtet man, daß das 
au a Integral über CE DB verschwindet und ersetzt „ durch , rechnet 
Interrationswege füı also die Ordinaten in der Erde positiv, und 5 durch PVYj, so 
Gl. 35a erhält man 
Pas 
y | E ’yı p + ß dp 
Y1-B 
Nun ist!) 
“ | 
nz H „| 
|‘ Vr—B?aß 
2 | 
und 
T. 
1 i | | ) 1 J 
Io 1 } } E | ? ) : (dp 
[ 
Daher ergibt sich 
IH 46 | . . | / 1 
mal I LE — ray „)irk: +37 3 
ET | nm 


Durch Gl. (36) ist ein geschlossener Ausdruck für das Potential in der Erde unter- 
halb der Leitung gewonnen. 
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Die Gleichungen (28), (32), (34) und (36) ergeben ein deutliches Bild von dem 
Verlauf des Potentials in der ganzen Ebene, wenn die Leitungshöhe gleich Null ist. Da 
die Höhe der Leitung nur in ihrer näheren Umgebung den Wert des Potentials merklich 
beeinflußt, haben die Gleichungen in genügender Entfernung von der Leitung allgemeine 
Geltung. In den Abbildungen 5 und 6 ist das Potential für die Erdoberfläche und für 
die lotrechte Ebene, welche durch die Oberleitung geht, zeichnerisch dargestellt. Als 
l,ängeneinheit ist die Eindringungstieie gewählt. Die Abb. 5 zeigt das Potential beim 
Höchstwert des Leitungsstromes, die Abb. 6 für den Leitungsstrom Null. 






17 7 
Ss we; 
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5 FE. >; ic 
Y „. -/j -/ ) ni 6 
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0 . . 7 
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( fa} 
b 
y 4 / 
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Abb. 5. Abh. 6. 
Verlauf des Potentials (links) und ungefähre Form Darstellune derselben Größen wie in Abb. 5. abeı 
der magnetischen Kraftlinien ‘rechts’ für den Maxi- für den Leeitungesstrom Null. 
inalwert des Leitungsstroms. Die Potentialwerte 


tellen in anderem Maßstab auch die elektrische 
Feldstärke und «en Erdstrom dar, 


. . ” . . J v . . . . . . \ 
Das Potential in der Erde ergibt mit multipliziert die Stromdichte in der Erde. 


0 
Diese wird also in’passendem Maßstab ebenfalls durch das Diagramm für das Potential 
wiedergegeben. 

Die Aeqnipotentiallinien stellen, wie aus den Gleichungen (6) zu ersehen ist, die 
magnetischen Kraftlinien dar. Doch ist die magnetische Feldstärke gerren das Potential 
um 90° verschoben. Um die magnetischen Kraftlinien auch der Phase nach richtig wieder- 
zugeben, enthält Abb. 5 die Aequipotentiallinien der Abb. 5 und umgekehrt. 

Für die Praxis von besonderer Bedeutung ist die Spannung, welche von dem Lei- 
tungsstrom in einer parallelen Leitung hervorgerufen wird. Zur Berechnung dieser Span- 
nung bedient man sich des Begriffs der Fremdinduktivität für die Längeneinheit, 
d.h. der Spannung, welche vom Leitungstsrom 1 bei der Kreisfrequenz 1 in der Längen- 
einheit induziert wird. Die Fremdinduktivität ist, wie auf S. 370 vezeigt ist, nichts anderes 
als das Potential. Im praktischen Maß, nämlich in Henry für das Kilometer, ergibt sich 
die Fremdinduktivität, indem man den Wert für das Potential mit 10°* multipliziert. 

Aus den Gleichungen (27), (29) und (31) erhält: man nach Einführung des Begrifis 
der Eindringungstiefe 


‘i) 


IR m 
4 TT 
folgende Werte für die Fremdinduktivität. 
Für die nähere Umgebung der Leitung (bis a — 0,4 k) 
% 10-' H/km 


N 7T s 1,3852 k 
NM — ( + 2 jlog nat 


2 a 


FR 
I 
ww 


"ür weitere Entfernungen (a, > 0,2 %k 
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Für große Abstände (a>6k) 


M— 


4K? 
ee 1. PS; ; : 


a” 


Man findet die Fremdinduktivität in H km auch aus Abb. 3 dureh Multiplikation mit 10%, 


4. Berücksichtigung der leitenden Oberflächenschicht. Die Behandlung der 
Aufgabe wird umständlicher, wenn man die leitende Öberflächenschicht berücksichtigt. 
Da der Einfluß dieser Schicht nur eine Korrektur darstellt, wird der allgemeine Verlauf 
des Potentials durch diese Schicht nicht wesentlich geändert werden, und es soll daher 
lediglich die Beeinflussung des Potentials an der Erdoberfläche wegen seiner praktischen 
bedeutung untersucht werden. 

Für „=0 erhält man aus Gl. (16a) 


D 
H 


./ecosa z(3—-aAdn 


ei Tr s i ; . (40). 


Br 
4 


0 


Das Potential für ö—=0 ist im vorigen Abschnitt behandelt worden und beträgt 


p=- fe 7 coslas)(P —eu)de, 


Die Korrektur, die man zu 9. hinzufügen muß, um @ zu erhalten, ist 


JS 

. 2 w | 
e=-1— Yyp=-— {le a1 CoSUS(P — «) d ni y . . (41). 
. 1 ’ ‘ 


p “X 
v0 
Die Korrektur konvergiert in der Nähe der Öberleitung gegen den Wert, den sie für 
y=S—0 hat. Sie beträgt also an dieser Stelle 


FI 
. (8 — a)? 
e—4 s[ de, 
/1+0(f-—a 
ı) 


wobei Vu: +7 ist. 

Erstreckt man das Integral über den gebrochenen Weg 0, x Vj, ©» und berück- 
sichtigt, daß zwischen den beiden Integrationswegen kein Diskontinuitätspunkt liegt und 
daß das Integral im Unendlichen verschwindet, so erhält man nach dem Cauchvschen 


Integralsatz, wenn man aVj statt v und > statt 4 ) j einführt, 


Y 
, F V | + m? a)da 
er zu | iz] Be 


Jı+zV ı+a? a) 


v) 
Dies Integral läßt sich elementer bestimmen und ergibt 
2 2 (1 +2z° 


f —=j|1 ud rw E ‚log nat (1 + 2)| ae Ge De Sn (42). 


2 
n 


Setzt man schließlich 2= ‘ V j und trennt den reellen Anteil vom imaginären, so folgt 


v2 | er Ö 
2 Mn log nat(Il + 0 2 + Ö " 5 arcig 
Ö Ö 2 O4 } 2 
J | | ei J 2 
+,| 1 V +log nat (1 -+ 8V 2 + 8%) „ arctg in (42a). 
f d 0: R) ’ V J | ' 
Ist der Einfluß der Oberflächenschicht gering, d.h. ist ö klein, so wird 
e= ——6(—-1+)I) 
und das Potential in der Nähe der Leitung 

Mi 853 AYR,, | 
g=-Nn+tt=— .— 2 /log nat a ö6(—1+35) .: . . (43). 


“ oO 


Die phasengleiche Komponente des Potentials bekommt also durch den Einfluß der Ober 
flächenschicht einen größeren Zahlenwert, die verschobene einen kleineren. 
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Ist die Leitfähickeit der Oberflächenschicht sehr groß im Vergleich zur Leitfähigkeit 
des Erdbodens, so erhält man bei Vernachlässigung der Größen kleinerer Ordnung 


\ 


tr ° 
-——-— +, (2lognatdö + 1). 


- 


Daraus folgt für das Potential in der Nähe der Oberleitunz bei sehr großem Ö 


IT N 1.852 T : 2 
g-pte= 27 log nat + 7(2 log nat ö + 1) 
2 [7 Z 
ad 
7 +- 712 lor nat ) +1 a re EEE. 14). 
512 log mir k? | 


Den Fall, daß nur die Oberfläche der Erde merklich leitet, hat 0). Mavr direkt 
behandelt; er ergibt sich hier als Sonderfall der allgemeinen Aufgabe und führt natur- 
gemäß zu demselben Ergebnis, das Mayr erhalten hat'). 


Für Bezugspunkte in großem Abstand von der l.eitung erhält man für 
das Potential eine semikonvergente Entwickelung. Formt man die Gl. (40) nach dem 
Uauchvschen Integralsatz in der gleichen Weise um, wie es bei den Gleichungen (22) 


Yo 


und (23) gezeigt ist, und setzt noch = 0 und = ö) j, so ergibt sich 


F. 2 N 2 
“oe ‚| 0 I—a’— ja)da ”g av, (E VYi-a’+ja)da r 
(45). 
1 


+z(Vıi-—-a?— ja) + VYl-a’+ja) 


0 Ö 
In dem zweiten Integral gilt das obere Vorzeichen für «<{ 1, das untere für «> 1. 


Die Integranden in der Gl. (45) haben für große Entfernungen des Bezugspunktes 
nur in der Nähe von «= 0 merkliche Größe. Man kann daher den Faktor der 
Exponentialfunktion nach Potenzen von « entwickeln und erhält, wenn man kleine Größen 
höherer Ordnung vernachlässigt, 


I 


fe add 
——— e . : 
7 2 TR 
0 

Die Ausführung der Integration ergibt, wenn man wieder <—=Ö|} j setzt, 

g=— ee a 

2 (1 +0 V; )“ 
Der absolute Wert des Potentials in großem Abstand ist somit 
! 
= a 


3(1+0V2 +09 


Das Potential wird also durch die Oberflächenschicht verringert, und es tritt nach Gl. (46) 
eine Phasenverschiebunrg ein. Bei großer ideeller Stärke der Oberflächenschicht über- 
wiegt die imaginäre Komponente. 

Bei mittlerem Abstand des Bezugspunktes von der Leitung gelingt es 
nicht, einen einfachen Ausdruck für das Potential zu finden. Da aber der Integrand der 
Gl. (40) innerhalb des Kreises [d] < 1 keine Unstetigkeit besitzt, kann man das Integral 
in eine Reihe nach Potenzen von 6 entwickeln, die für 6 <[ 1 konvergiert. Setzt man 

0: g" 
Y= Au +4Aıd + 4 Re 5 Ge | 
2! n! 
so ist nach dem Tavlorschen Satz A, = %. das Potential und A, die nte Ableitung des 
Potentials nach 6 für 6 = 0. 


Es ergibt sich aus Gl. (16a) für „= 0 


7 } Ö D 
A = ( 4 —4 . I ens(uf) (P— a)du 
do /a—0 


. 


— 4 le "+ cos (w$) (j 22 —2uaVa:+j)de (49). 
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Die beiden ersten Teilintegrale verschwinden für %=0, das dritte ist gleich 


erhält, wenn man 


Man 


kann 


I, 

9% aus Gl. (29) und 
ac 

A: 5 ) ] 

von diesem Integral 


(30) 


noch 


bilde 


eine 


t, 
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die praktische Rechnung ist es aber bequemer, die Exponentialfunktion in eine Potenz- 


reihe zu entwickeln und dann zu integrieren!). Es ergibt sich 
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oder 
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Die beiden ersten Teilintegrale lassen sich elementar bestimmen. Das dritte ist nach 


d’ (u? + u! 


Gl. (22) und (23) gleich 25 (u; + u,) und das vierte — 8 ——, Für {=0 ist nach 
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Man kann in gleicher Art weitere Koeffizienten der Reihe (48) berechnen. Doch 
ist das hier unterlassen, da man die Reihe mit der zweiten l’otenz abbrechen kann, wenn 
‘<T0,3 ist, was in praktischen Fällen meist zutrilft. Ist es ausnahmsweise nötig, den 
Wert des Potentials fir größere Werte von Ö zu bestimmen, so ist es am besten, das 
Integral (40) mechanisch zu integrieren. 

Das Potential ist fiir mehrere Werte der ideellen Schichtstärke und verschiedene 
Abstände des Bezugspunktes von der Leitung berechnet. Die Abb. 7 stellt die Ergebnisse 
der Rechnung in der Gaußschen Zahlenebene maßstäblich dar. Man ersieht, daß durch 
die leitende Oberflächenschicht der absolute Wert des Potentials vermindert und sein 
Phasenwinkel gerenüber dem Leitungsstrom J verkleinert wird. 

Besonders wichtig ist das Maß, um welches das Potential durch die Obeıflächen- 
schicht verringert wird. Die Differenz der absoluten Potentiale 

4 = [go] — [9] 
ist daher nach Gl. (48) berechnet und in Abb. s als Funktion des Abstandes von der 
Leitung aufgetragen. Die Werte für d=0,5 und ö=1 sind durch mechanische Qua- 
dratur gefunden. 

Die Abb. 3 ergibt den absoluten Wert des Potentials ohne Berücksichtigung der 
Oberflächenschicht und die Abb. 8 die Korrektur für die Oberflächenschicht. Die Fremd- 
induktivität in Henry für das Kilometer ist gleich der Differenz der beiden Werte multi- 
pliziert mit 10%. 663 


Die linearen Punkt-, Ebenen- und Strahlabbildungen 
der darstellenden Geometrie. 
Von FRITZ REHBOCK in Berlin. 


(Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin). ?) 


ie vorliegende Arbeit ist ein Versuch, die Verfahren der darstellenden Geometrie 
durch einen einheitlichen (resichtspunkt zusammenzufassen und zu erweitern. Gerade 
in neuerer Zeit zeigt das Erscheinen verschiedener, der gleichen Aufgabe gewid- 
meter Arbeiten, daß das Interesse an einer tieferen, theoretischen Begründung der dar- 
stellenden Geometrie wieder lebhaft geworden ist. Im Jahre 1912 hat Emil Müller in 
einem Vortrag‘) die fruchtbare Anregung gegeben, aus der überkommenen Methodik dieser 


I, Jahnke-Emde. aa. O. SS. 165. 


-) Erster Teil einer von der philosophischen Fakultät der Universität Berlin angenommenen Dr. 
Dissertation. ZBReferenten: Prof. Dr. v. Mises und Prof. Dr. Bieberbaech. 

») E. Müller, »Das Abbildungsprinzip«, Jhrsb. Dtsch. Math. Ver. 22 (1913), S. 44 bis 59. — In 
dem Eneyklopädie-Artikel von E. Papperitz »Darstellende Geometrie« (Eneykl. d. math. Wiss. III, 1, 
S. 517 ff.) wird der Hauptwert auf die technische Herstellung der »Risse«, nicht aber auf irgend einen 
allgemeinen Abbildungszedanken gelegt. 
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Wissenschaft hinauszugehen und den allgemeinen Abbildungsbegriif der Geometrie auch 
der darstellenden Geometrie zu Grunde zu legen. In der Tat handelt es sich ja im ein- 
fachsten Fall des Grund-Aufrißverfahrens um die Verbindung von zwei singulären linearen 
Abbildungen des Punktraumes. Auf diesem Gedanken baut sich das umfangreiche und 
überaus wertvolle Buch »Die linearen Abbildungen« von Müller und Kruppa') auf. Einen 
Bericht über dieses Buch hat Kruppa kürzlich in einer Arbeit »Ueber neuere Fortschritte 
der darstellenden Greometrie« ?) gegeben, die auch Angaben über Literatur und die For- 
schungsarbeiten der Wienrer Schule enthält. 

Von dem Müller-Kruppaschen Buche unterscheidet sich die hier gebotene Arbeit 
in zwei Richtungen. Einmal soll sie zeigen und das geschieht im ersten Kapitel — 
daß die übliche, von Monge begründete darstellende Geometrie die Durchdringung zweier 
zueinander dualer Abbildungsprinzipien ist. Sie bestehen darin, daß man einmal den 
Punkt, einmal die Ebene als das Element des Raumes betrachtet und den Raumpunkt durch 
ein Punktpaar, die Raumebene durch ein Strahlenpaar der Bildebene linear abbildet, woraus 
zwei gleichberechtigte innerhalb der ebenen (reometrie duale Abbildungen der 
Raumgeraden durch Projektionrpaare bzw. Spurpunktspaare hervorgehen. Diese Gesamt- 
auffassung der Elementarmethoden der darstellenden Geometrie, die den Vorlesungen meines 
l,ehrers Hrn. v. Mises zugrunde lag’), kommt in dem Müller-Kruppaschen Buch nicht 
zum Ausdruck bei der dort gewählten Dreiteilung der Abbildungsmethoden in »Zweispuren- 
prinzip, Zweibilderprinzip und achsonometrisches Prinzip«e. Das Zweibilderprinzip ist eine 
lineare Abbildung des Punktraumes. Dagegen wird in jenem Buch für die llerleitung 
des »Zweispurenprinzips« der Raumstrahl als Ausganrgselement gewählt, was keineswegs 
zweckmäßig ist und die Korrespondenz des räumlichen Dualitätsprinzips mit dem des Bild- 
gebiets verwischt. Bei unserer allgemeinen Auffassung kann dann ferner «(as von Kruppa 
als »achsonometrisches Prinzip« aufgestellte ÄAbbildungssystem nicht als ein besonderes 
Prinzip gelten. 

Wird aber der Strahl als Grundelement einer darstellenden Geometrie angesehen, 
so kommt man — und darin besteht der zweite Unterschied zu einem umfassenderen, 
in jenem Buch nicht behandelten Abbildungs-I'ypus, den inzwischen Eckhart in einer 
analytischen Arbeit ') angedeutet hat und dem die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit 
in der Hauptsache gelten. Im 2. und 3. Kapitel wird diese lineare Abbildung des Strahlen- 
raumes auf Elemente der Eibene synthetisch und analytisch ausgeführt. Das Abbildungs- 
mittel der Ausdruck stammt von Eckhart — ist eine »projizierende Regelschar« 
2. Ordnung. Da durch einen Strahlenriß der Strahlenraum so wenig »dargestellt« werden 
kann, wie der P’unktraum durch einen Punktriß, so entsteht endlich die Frage, wie man 
durch Verbindung mehrerer allgemeiner Strahlenabbildungen, analog dem Verfahren zu- 
geordneter Risse in den Elementarmethoden, Eineindeutigkeit erzielt. 

In einem zweiten Teil, der sich an diese Untersuchungen anschließt, soll die Aui- 
gabe behandelt werden, diejenigen »l"undamentalelemente« im Bildgebiet zu ermitteln, die 
zur Lösung projektiver Raumaufgaben mittels eines Systems von Strahlenrissen erforder- 
lich sind. 


I. Kapitel: Die allgemeine Problemstellung und die Abbildung 
des Punkt-Ebenen-Raumes. 


1. Definitionen. !. Fassen wir im dreidimensionalen Raum den Punkt als be- 
stimmendes Element, die Gerade also als Punktreihe, die Ebene als Punktfeld auf, so möge 
dieser Raum kurz als der »p-Raum« bezeichnet werden. Die im Sinne der projektiven Geo- 
metrie duale Betrachtung liefert den »&-Raum«, in dem die Ebene als Element, mithin die 
Gerade als Ebenenbüschel, der Punkt als Ebenenbündel angesehen wird. Von Plücker 
endlich stammt die dritte mögliche Behandlungsweise, nämlich den Strahl als Grundele- 
ment zu betrachten. Dieser G-kKaum unterscheidet sich, abgesehen von der Dimensions- 


) E. Müller, Vorlesungen über darstellende Geometrie. I. Band: Die linearen Abbildungen. 
bearbeitet von E. Kruppa (Wien 1929). 


“, E. Kruppa. Ueber neuere Fortschritte der darstellenden Geometrie (diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), 


) Für Ratschläze, Anrezunren und Förderung beim Anfertiren der Arbeit bin ich meinem Lehrer 
Herrn v. Mises zu großem Dank verpflichtet. 

') L. Kekhart, Ueber die Abbildungsmethoden der darstellenden Geometrie (aus den Sitzungs- 
berichten der Akademie der Wissenschaften in Wien, 1923, Math, naturw. Kl., Abt. Ila, 132. Bd.. 5. und 
6. Heft). 
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zahl, dadurch von den beiden anderen Räumen, daß nicht irgend zwei seiner Elemente 
ein Gebilde erster Stufe, ein Büschel, bestimmen, sondern nur zwei besondere, nämlich 
sich schneidende Elemente. Strahlenbündel und Strahlenfeld sind die zueinander dualen 
elementaren Gebilde zweiter Stufe dieses Raumes. 

Die übliche darstellende Geometrie pflegt von den Objekten eines jeden dieser 
Räume auf verschiedenste Weise eineindeutige »Bilder< zu entwerfen. Um diese Ab 
bildungsmethoden zu erforschen, legen wir durch eine erste Definition den Tvpus einer 
allgemeinen linearen ') Abbildung« fest, die auf Eineindeutigkeit noch keinen Anspruch 
erhebt, und umgrenzen dann durch eine zweite Definition das Arbeitsgebiet einer dar- 
stellenden, konstruktive Zwecke verfolgenden Geometrie. 


1. Definition: Eine »allgemeine lineare Abbildung« des p-kKaumes, &-Raumes oder 
G-Raumes sei eine Abbildung der Elemente des betreffenden Raumes auf die Grundelemente 
eines beliebigen Gebildes zweiter Stufe z, also auf die Pankte oder die Strahlen eines 
Feldes, die Ebenen oder die Strahlen eines Bündels. Eine solche Abbildung, die wir auch 
kurz je nach dem gewählten Raum als p-Riß, &-Riß oder G-Riß bezeichnen, soll den fol- 
genden Forderungen genügen: 


I. Jedem Element des Raumes sei mindestens ein Bildelement in z zugeordnet. 
Diejenigen Raumelemente, die mehrere Bilder erhalten, sollen als singulär, ihre 
Gesamtheit als singuläres (rebilde bezeichnet werden. Doch soll jedes Element 
in z Bild mindestens eines nicht-singulären Raumelementes sein. 


Il. Die Abbildung sei linear in folgendem Sinne: 

a) Haben zwei Raumelemente A und B eines Gebildes erster Stufe unter anderen 
die nicht zusammenfallenden Bilder A’ und B', so soll jedes Element des Ge- 
bildes AB mindestens ein Element des Büschels bzw. der Reihe A’B’ zum Bilde 
und jedes Element von A’B' mindestens ein Element von AB zum Original 
haben. 

b) Fallen jedoch die Bilder A und B’ zusammen, so soll jedes Element des von 
AB bestimmten Gebildes erster Stufe mindestens in A — B’ abgebildet werden. 
Und haben umgekehrt zwei verschiedene Bilder A’ und B’ unter anderen das- 
selbe (also singuläre) Raumelement zum Original, so soll jedes Element des 
Bildbüschels bzw. der Bildreihe A'’B' mindestens Bild jenes singulären Ele- 
mentes sein. Diese letzte Festsetzung besagt also, daß ein singuläres Element 
mindestens die Elemente eines Büschels bzw. einer Reihe zu Bildern hat 


2. Definition: Unter einer darstellenden Geometrie werde verstanden die Unter- 
suchung zeometrischer Probleme eines p-Raumes, &-Raumes oder @-Raumes mittels eines 
eineindeutigen Systems linearer Risse, und zwar ohne Zuhilfenahme räumlicher Konstruk- 
tionen, lediglich durch Verwendung gewisser, noch näher zu bestimmender Fundamental- 
elemente in den Bildgebieten. 


2. Es sei bereits an dieser Stelle auf einen Zusammenhang zwischen den drei Ab- 
bildungsmöglichkeiten hingewiesen, auf den später genauer eingegangen wird. Wir be- 
trachten einen p-Riß im Punktfeld 7. Bevor die Struktur einer solchen allgemeinen Ab- 
bildung bekannt ist, läßt sich durch einfache Ueberlegungen — wie sie im nächsten Para- 
graphen durchgeführt werden — erkennen, daß jeder Punktreihe wieder eine oder mehrere 
Geraden als Bild zugeordnet werden, d.h. jedem »Raumstrahl« das zum Bildelement des 
Punktes innerhalb des Bildgebietes duale Element. Man kann ferner nachprüfen, daß diese 
mit der p-Abbildung verknüpfte Abbildung des G-Raumes unseren Grundforderungen ge- 
nügt, also als ein G-Riß anzusehen ist. Es gilt also der 


Satz 1. Jeder allgemeine p-Riß oder &-Riß kann als ein spezieller @-Riß gedeutet 
werden. 

Wir brauchten daher eigentlich für die p- und &-Abbildungen keine besonderen 
Untersuchungen anzustellen. Sind wir imstande, die Abbildungen des Strahlenraumes in 
allgemeinster Form zu erkennen, so haben wir als spezielle Typen auch die p- und ®- 
Risse gefunden. Trotzdem soll aus systematischen Gründen in den folgenden beiden Para- 
eraphen zunächst p- und &-RKaum selbständig untersucht werden. 

I) Eine nicht-lineare Abbildung behandelt im Anschluß an ein von J. Steiner gestelltes Probleın 
die Jenaer Dissertation von W. Kramer: »Ueber ein besonderes geoıinetrisches Abbildungsverfahren«. 
(Weida i. Th., 1921). 
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3. Eine spezielle Abbildung der verlangten Art entsteht für den &-Raum, wenn 
man jeder Ebene ® ihre Schnittgerade E, mit einem Strahlenfeld 7 zuordnet, für den @- 
Raum, wenn der Strahl seinen Schnittpunkt go mit dem Punktfeld z als Bild erhält. Dual 
dazu können wir den Punkten des p-Raumes die mit ihnen vereinigten Strablen P°, den 
Strahlen des @- Raumes die mit ihnen vereinigten Ebenen y° eines Bündels zuordnen. Solche 
Abbildungen sollen durch den gemeinsamen Namen »Nullriß« bezeichnet werden, wobei 
man daran denken kann, daß der Abstand bzw. der Winkel zwischen Original und Bild 
gleich Null ist. 

3. Definition: Unter einem »Nullriß« werde verstanden eine allgemeine lineare 
Abbildung, bei der jedes Raumelement mit seinem Bilde vereinigt liegt. 


I. Definition: Abbildungen, bei denen Raum- und Bildelemente gleichnamig sind 
und bei denen die Bildelemente, als Raumelemente aufgefaßt, sich selbst entsprechen, sollen 
als »Hauptabbildungen bezeichnet werden. So ist z. B. der »Grundriß« des p-Raumes 
eine Hauptabbildung. 


2. Die Struktur des p- und :-Risses. ı. Um zu untersuchen, wie die allge- 
meinsten, den Grundforderungen genügenden Abbildungen des p- und © Raumes aussehen, 
beweisen wir zwei llilfssätze. 

I. Hilfssatz: Enthält ein Raumgebilde erster Stufe ein singuläres Element, so werden 
alle nicht-singulären Elemente desselben in ein einziges Bild abgebildet. 

Haben umgekehrt zwei nicht-singuläre Elemente zusammenfallende Bilder, so ent- 
hält das von ihnen bestimmte Gebilde erster Stufe mindestens ein singuläres Element. 

Wir legen beim Beweise die Abbildung des »-Raumes auf ein Punktfeld zugrunde. 
« sei das Bild eines nicht-singulären Punktes a, während der singnläre Punkt m min- 
destens eine Punktreihe (m) zu Bildern bat.!) Liegt a’ nicht aui (m), so muß nach For- 
derung Ila das Bild b irgend eines nicht singulären Punktes b von am auf jeder der 
Reihen a m liegen, also a sein, w.z. b. w. Ist aber a ein Pankt von (m), so ist @ 
Bild der beiden verschiedenen Punkte a und m, also nach IIb auch Bild eines jeden Punktes 
von am. 

Die Umkehrung folgt so: @« = b sei das Bild der beiden getrennten, nicht-singulären 
Punkte a und 5b, also auch Bild jedes Punktes auf ab. Ist e + a, so gehört dazu min- 
destens ein nicht-singuläres Original e a und +5. Irgend ein Punkt d’ auf ac‘, der von 
a und © verschieden ist, hat mindestens einen Punkt d,ı (a und : ce) auf ac und min- 


destens einen Punkt d, (+5 und ce) auf be zum Original, daher jeden Punkt von dıd,, 
also auch den Schnittpunkt der Reihen ab und dı,d». Dieser Punkt wurde aber auch ander- 
seits in a —= b' abgebildet, ist mithin ein sirgulärer Punkt von ab. 


2. Hilfssatz: Es gibt im p- bzw. &-Raum höchstens ein singuläres Element m bzw. 
« in bezug auf eine allgemeine lineare Abbildung. 

Angenommen, es gäbe im p-Raum zwei singuläre Elemente m, und my». mı hat 
nach IIb zu Bildern mindestens die Punkte einer Reihe (mn, ), m» die einer Reihe (m; ). 
Sind diese Reihen nicht identisch, und ist a irgend ein Punkt auf mı ns, so muß auf jeder 
durch irgend ein Bildpaar m, m, bestimmten Geraden mindestens ein Bild a von a liegen. 
Das ist nur möglich, wenn a, d.h. jeder Punkt von m, ms singulär ist. Fallen aber die 
Reihen (m, ) und (my) zusammen, so ist jeder Punkt dieser Reihe Bild von mı und ms», 
d.b. Bild zweier verschiedener Originalpunkte, mithin nach IIb auch Bild von a. Es ist 
also stets jeder P’unkt von mı ms» singulär. Aus dem ersten Hilissatz folgt weiter, daß dann 
die nicht-singulären Punkte eines n,’n;z enthaltenden Punktfieldes « in einen einzigen 
Punkt @', eines ebensolchen Feldes 3 in einen einzigen Punkt b’ abgebildet werden, mithin 
irgend ein anderer nicht-singulärer Raumpunkt c in einen auf ab gelegenen Punkt «'. 
Dann wäre aber nicht jeder Punkt von z Bild mindestens eines nicht-singulären Punktes, 
so daß die Annahme, es gäbe mehr als ein singuläres Element, falsch ist. 


2. Zurückführung aufeine Hauptabbildung. Es sei z irgend ein Bildgebiet. 
Da der p-Raum nach dem 2. Hilfssatz höchstens einen singulären Punkt enthält, so gibt 
es gewiss ein Punktfeld o ohne singulären Punkt, dessen Punktgesamtheit (s) daher ein- 


Fine Gesamtheit von Elementen a werde durch (a) bezeiehınet. Dagegen bedeuten eckige Klam- 
nern «die Gesamtheit der Elemente, die den in den Klammern stehenden »Gebilden« gemeinsam sind; in 
der Strahlengeometrie sei etwa |P, a| die Gesamtheit der Strahlen, die dem Komplex mit der Achse ? 
und dem Bündel mit dem Zentrum a angehören. 
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deutig abgebildet wird. Nach dem ersten Hilfssatz müssen irgend zwei o-Punkte getrennte 
Bilder besitzen, und daraus wieder folgt, daß auch jedes Element s’ in z unter anderen 
Raumpunkten stets einen und nur einen o-Punkt zum Original hat. Es besteht also zwischen 
dem Felde 0 = (s) und seinem Bildgebiet (s’) eine nicht-ausgeartete Kollineation & (s') = (s) '). 
Wir stellen nun eine neue, den Grundforderungen genügende Abbildung des p-Raumes 
auf das Punktfeld © her, indem wir jedem Raumpunkt p denjenigen o Punkt zuordnen, 
der bei der früheren Abbildung dasselbe Bild p hatte, wie p, also den Punkt p — Xp. 
Bei dieser neuen Abbildung entsprechen sich die Raumpunkte von © selbst, sie ist also 
eine Hauptabbildung: 


Satz 2: Jeder allgemeine p- oder &-Riß kann auf vielfache Weise durch eine nicht- 
ausgeartete Kollineation oder Korrelation auf einen Hauptriß zurückgeführt werden. 

War bei der Abbildung des p- Raumes das Bildgebiet 7 ein Punktfeld, so kann dieses 
selbst zum Felde der Hauptabbildung gewählt werden, wenn es keinen singulären Punkt 
enthält. 

3. Zurückführung auf einen Nullriß. Es sei 5 ein Hauptriß des p-Raumes. 
[st p ein nicht-singulärer Punkt, p sein Bildpunkt, so muß nach dem 1. Hilfssatz auf pp’ 
mindestens ein singulärer Punkt m liegen, der nach dem 2. Hilfssatz der einzige singuläre 
Punkt in bezug auf die Abbildung ist. Das Bild p entsteht mithin aus p durch »Zentral- 
projektion« vom m auf 9, d.h. also, indem man den Nullriß P„= mp mit © schneidet. 

Die duale Betrachtung liefert die Entstehung des Haupt ©-Risses im Ebenenbündel s: 
Wir schneiden jede Ebene & mit einer festen Ebene « und verbinden den entstandenen 
Nullr:ß Zu = en mit dem Zentrum s durch das »Hauptbild« &. Dabei ist « die einzige 
singuläre Ebene des &-Raumes. 

Aus Satz 2 folgt daher der 


Satz 3: Jeder allgemeine lineare p- oder ©-Riß ist das kollineare Bild 
eines wohlbestimmten Nullrisses. 


4. Um die Abbildung des p- bzw. &-Raumes so weit wie möglich eineindeutig zu 
machen, verwenden wir zwei allgemeine p- bzw. &-Risse, die wir aus praktischen Gründen 
im gleichen Bildgebiet annehmen. Wir beschränken uns zunächst auf Hauptabbildungen 
und stellen die Ergebnisse für den .p- und &-Raum dual nebeneinander. 


Es seien: 
m und n die singulären Zentren, o das Bild- «u und vr die singulären Ebenen, s das Bild-' 
feld, o der Nuliriß von U=mn in bezug bündel, ® der Nullriß von V=urin bezug 
auf o, also der »erste« Riß von n oder der auf s, also der erste Riß von vr oder der 
-zweite« Riß von m. zweite Riß von u. 


Aus der Abb. 1 liest man unmittelbar ab: 


Ein nicht auf U liegender Punkt p wird ab- Eine nicht durch V gehende Ebene : wird 
gebildet durch ein auf einem »Ordner« P*, abgebildet durch ein Ebenenpaar &,, &, das 


- 
v 


d.h. auf einem Strahl durch o liegendes in w dieselbe Gerade K;, den »Ordner‘, aus- 
Punktepaar p', p'. schneidet. 
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Für p= m wird p'=o, für p-- n aber »p =o, während der andere Riß jedesmal 


beliebig gewählt werden darf. Ein von ı» und n verschiedener U-Punkt hat das Bildpaar 


') Iın folgenden stellt allgemein Ap=p’ die Transformation eines Elementes p, W‘p) = (p’) die 
Transformation einer Elementenmenge (p) dar. 
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Nur bei Wahl eines von o bzw. » verschiedenen Risses p bzw. &ı ist also 
der zweite Riß auf eine lineare Mannigfaltigkeit beschränkt. 


Jedem dieser durch drei 


Skalare bestimmten Bildpaare ist nur ein Original zugeordnet, und nur dem Bildpaar 


p p =o bzw ı =%& 


Eine oder n nicht enthaltende Punktreihe G 
wird abgebildet in zwei zueinander perspek- 
tive Punktreihen @ urd @', deren Doppel- 
element der Punkt 
pg=G6°, 

der Nullriß von G@ in bezug auf o ist 
Kin m oder n nicht enthaltendes Punkt- 
feld «— (a) wird in zwei zueinander per 
spektive Punktfelder (a) und (a’) abgebildet- 
Das Zentrum der Perspektivität ist o, die 
\chse ist A4o, d.h. der Nullriß von « in be- 
zug auf © '). 


Le) 


d.h 


Enthalten G, « oder a sipguläre Elemente, 


schaften zwischen den Bildgebieten aus. 


© entspricht ein Gebilde erster Stufe von Öriginalelementen. 


Ein « oder vr nicht enthaltendes Ebenen- 
biüschel % wird abgebildet in zwei zueinan, 
der perspektive Ebenenbüschel @, und @;- 
deren Doppelelement die Ebene 
ERS, 

d.h. der Nullriß von @ in bezug auf s ist. 

Ein u oder » nicht enthaltendes Ebenen 
bündel «a = («) wird in zwei zueinander per- 
spektive Ebenenbündel («&,) und (a) abge- 
bildet. Die Doppelebene ist ®, die Achse 
ist A’, d. h. der Nullriß von a in bezug 
auf Ss. 


so arten die perspektiven Verwandt- 


(Gehört @ dem Bildgebiet an, so wird die Per- 








spektivität zur Indentität 

Den allgemeinen Typus der Abbildungen erhält man, wenn man jeden Riß kolli- 
near transiormiert. lassen wir die Bildgebiete und die gewählten Bildelemente ungeän- 
dert, so ergeben sich etwa die neuen Risse 


p  — NR pP, p ——— In pP , © zu ie ei, €y ==. My & 


bzw. Nı : Ns»), so sind in diesem Risse 


st K FR projektiven Rißsystem« die 
p und p (bzw. & und &) an entsprechende Strahlen zweier projektiv aufeinander be- 
zogenen »UOrdnungsstrahlbüschel< mit den Zentren Oo = No undo = N’o in 6 (bzw. mit 
den Ebenen ®, = Nı® und @; = m in s) gebunden. Die Gebilde erster und zweiter 
Stufe werden jetzt nicht mehr durch perspektive, sondern durch spezielle projektive Ver- 
wandschaiten abgebildet. 

Ist jedoch N = N” oder Ni = Ni, so bleibt die Beziehung zwischen den Ordnungs- 
strahlbüscheln die Identität und die Bildsysteme der Gebilde erster und zweiter Stufe sind 
auch jetzt perspektiv verwandt. Darum erscheint hierfür die Bezeichnung, »perspektives 
RKißsvstem« angebracht. 

Wird der eine Hauptriß durch eine Kollineation, der andere durch eine Korrelation 
transformiert, so besteht das Bild des Raumelementes aus einem Paar dualer Elemente. 


5. In einem System zweier Risse desselben Raumes lassen sich wie in dem 
Müller-Kruppaschen Buch etwa bei Behandlung des Zweibilderprinzips ausführlich gezeigt 


wird alle rein projektivenRaumauigaben lösen, wenn die »Ordnungsgebilde« N o und X’ o 
bzw. Nı®w und N,®) sowie die zwischen ihnen bestehende projektive Zuordnung gegeben 
sind. In einem solehen System lassen sich die Risse der Geraden als Elemente auffassen, 


nämlich als die Elemente, die innerhalb des Bildzebietes dual sind zu den Bildelementen des 
gewählten Grundelements. Dagegen werden die (rebilde zweiter Stufe durch Verwandt- 
schaften abgebildet, und daher werden etwa in einem p-System alle Aufgaben, die die 
Ebene betreiien. unbequemer zu lösen sein, als in einem &-System. Für praktische Auf- 
gaben ist es deshalb zweckmäßig, ein p-Svstem mit einem &-System zu verknüpfen, und 
zwar im gleichen Bildgebiet. Wählt man ein Bildfeld o, so ist es ferner angebracht, das 
zwischen Punkten und Ebenen bestehende lDualitätsprinzip des Raumes auf das des Feldes 
zu übertragen, also das Bildelement des p-Raumes dual zu dem des :-Raumes zu wählen. 
In der Tat koppelt die darstellende Geometrie fast stets zwei p-Risse mit zwei &-Rissen, 
bei denen als Bild des Punktes der Punkt, als Bild der Ebene die Gerade „ewählt wird, 
und erst diese Durchdringung zweier Systeme liefert die Möglichkeit fruchtbarer Kon- 

struktionen 
Die p-Risse sind jetzt aber insofern vor den &-Rissen ausgezeichnet, als für sie 
Hauptabbildungen möglich sind. Wenn wir nun im &Riß nicht mehr die direkten Vorteile 
einer Hauptabbildung ausnutzen können, so können wir doch zum mindester, falls für den 
vergl. E. 


Müller-Kruppa. Die linearen 


Abbildungen, $% 44. 
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p-Raum zwei Hauptrisse in 6 vorliegen, für den &-Raum zwei Risse in o wäblen, die durch 
Schnitt von 6 mit zwei Haupt-s-Rissen in einem Bündel s entstehen. Diese &-Risse bilden 


ein perspektives System, bei dem das Ordnungsgebilde — dual zum p-Riß eine Punkt 
reihe O = (e.) ist, nämlich die er 
Schnittgerade 0® (Abb. 2). Pr 

Im Abschnitt 4 dieses Pa- we v Ba 


ragraphen sahen wir, daß die 
Nullrisse in bezug aui 0 oder s 
die Rolle der Doppelelemente 
in den Verwandtschaften spielen, 
durch die die Gebilde erster und 
zweiter Stufe abgebildet werden. 
In bezug auf s erhielt ein Bün- 
del p den Nullriß PP—ps, eine 
Gerade @ den Nullriß y’ = @s. | 
Schneiden wir auch diese Null- | EEp Be nen 

risse mit 0, so erhalten sie als 

Vertreter«< in © einen Punkt ds 

p’ = P’o bzw. eine Gerade Abh. 2. 

G’= yo. Sie sollen kurz die 

»s-Nullrisse« heißen, zum Unterschied von den »o-Nullrissen« #, und 9 einer Ebene 
bzw. einer Geraden @. Es liegt stets 9% mit @ vereinigt. 








Diese Ergebnisse liefern die in der Tabelle dual nebeneinander westellten Systeme: 











ei Haupt-p-Riß Perspektiver #-Riß 
Original o-Nullriß 8-Nullriß 
Punktfeld o) (Strahlenfeld 0 
p,p. Perspektivität zwischen 
p auf dem Ordner P' zwei Strahlenfeldern 
durch Achse 0; Zentrum: p” 
Zwei perspektive Punkt- Zwei perspektive Strahlen- 
G reihen @', @':; büschel gı. 03: 
Doppelelement: 00 Doppelelement: G” 
Perspektivität zwischen E,, Ey 
& zwei Punktfeldern; dureh den Ordner 
Zentrum o», Achse: En, ez auf OÖ 


6. Es ist leicht, die singulären Elemente sowie die Kollineationen &,&, bzw. 
Nı, sta zu bestimmen für den Fall der »freien Perspektive«, des «Zweitafelsystems« oder der 
von v. Mises für Zwecke der graphischen Statik angegebenen Abbildung ') des p-Raumes, 
bei der im ersten Riß der Punkt, im zweiten Riß der Strahl als Bild des Ikaumpunktes 
sewählt wird. Hier soll nur noch die alleemeine Form einer Achsonometrie angedeutet 
werden. 

Die Achsonometrie ist aus dem Bedürfnis entstanden, einen Zusammenhang zwischen 
Zeichnung und Berechnung eines Objektes zu gewinnen. Der p- oder &-Raum wird in 
bekannter Weise einer zahlenmäßigen Behandlung im allgemeinsten projektiven Sinne zu- 
gänglich gemacht, indem man eine nicht-ausgeartete Kollineation zwischen den Elementen 
des gewählten Raumes und allen homogen aufgefaßten Zahlenquadrupeln herstellt. Da- 
durch werden jedem Element in bezug auf ein »Fundamentaltetraeder« und in bezug auf ein 
Einheitselement e (bzw. &) vier projektive Koordinaten zugeordnet. Durch Projektion eines 
Punktes » mit den Koordinaten pı, Ps, Ps, pı von einem Eckpunkt « (@— 1,2, 3,4) auf 
die gegenüberliegende Ebene « (@=[I, II, Ill, IV) erhält man in dieser Ebene einen 
‚Flächenpunkt« p” (mit den Koordinaten &, = 0, 23 — ps, %y=p, % = pi). Projiziert 
man diesen Punkt p’ von einer in der Ebene gelegenen Ecke auf die gegenüberliegende 





I) R.v. Mises, Graphische Statik räumlicher Kräftesysteme, Ztsehr. f. Math. u. Phys. Bd. 64 (1917), 
S. 209 bis 232. E. Kruppa. Ueber die Misessche Abbildung räumlicher Kräftesysteme, diese Ztschr. 
Bd. 4 (1924). S. 146 tt. 
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Kante, also etwa von der Ecke ? auf die Kante yo, so erhält man einen »Kantenpunkt« 
p!° (mit den Koordinaten Yy« = 0, ya = 0, y = py, y = p%). 

Ist ein Koordinatenquadrupel 9:72 :ps:pı gegeben, so pflegt man zum zugehören- 
den Punkte p zu gelangen, indem man etwa auf der Kante y‘ö den Kantenpunkt mit den Koor 


dinaten ya = 0, 13 = 0, y = pr, y% = ps mit Hilfe desjenigen »projektiven Maßstabs« sucht, 
der die Punkte y, ö zu Fundamentalpunkten und den Kantenpunkt 7° von e zum Einheits- 


punkt hat. Das wiederholt man für drei von einer Ecke ausgehende Kanten, erhält durch 
einfache Konstruktionen zwei Flächenpunkte und daraus p. Duale lieberlegungen gelten 
für den &-Raum. 

Von diesem Zusammenhang zwischen Koordinatenquadrupel, Element, Flächen und 
Kantenpunkten möchte man ein »ebenes Bild« haben und entwirft deshalb von der ge- 
samten Konstellation einen p- bzw. =-Riß. 


Für den p-Raum werde diese Abbildung etwa durch Wp= p bezeichnet. Die zu 
den Flächenpunkten p“ einer Punktmenge (p) gehörende Bildmenge (p) =M(p") ist 
aufzufassen als ein allgemeiner p-Riß der Gesamtheit (p) mit dem singulären Zentrum «. 


Das gilt für jeden Index «= 1, 2,3, 4. Zwei dieser allgemeinen p-Risse reichen aber 
aus, um immer bei gegebenem Raumtetraeder — eindeutig einen Raumpunkt zu charak- 


terisieren, die übrigen Risse sind aus ihnen durch anschauliche Konstruktionen im Bild- 
gebiet 7 zu gewinnen!). Bei der üblichen, metrisch spezialisierten Achsonometrie wählt 
man meist den Riß p= ip und einen Riß p = My”. 

Die Achsonometrie ist also unserer Auffassung einzuordnen und unterscheidet sich 
nur dadurch von den »Zwei-liißsystemen«, daß sie aus Gründen der Anschaulichkeit und Be 
«uemlichkeit oft mehr als zwei Risse verwendet. 


’. Zum Schluß sei noch auf folgendes hingewiesen. Nimmt man im Bildfeld © 
zwei Hauptrisse des p-Raumes an und zwei &-Risse, die entstanden seien durch Schnitt 
von o mit zwei Hauptrissen des e Raumes im Bündel s, so sind wie oben erwähnt — 
bei gegebenem »Fundamentalpunkt« o und gegebener »Fundamentalachse«s OÖ alle Lagen- 
aufgaben des Iaumes lösbar, ohne daß man m, n 4 oder vr kennt. Ein in einem der 
Zwei-Rißsysteme „rezeichnetes Objekt ist erst eindeutig bestimmt, wenn diese singulären 
taumelemente gewählt sind, und das zweite Rißpaar jenes Objektes ist damit ebenfalls 
festgelegt. Daher wäre im Bildgebiet die Aufgabe zu lösen, vom p-Riß eines haumge- 
bildes zum e-Riß überzugehen und umgekehrt. Es genügt, wenn man den Zusammenhang 
zwischen den Bildpaaren @,@G und /ı, ga einer Geraden @ angeben kann. Ist dann etwa eine 
Ebene © durch ihr Bildpaar FE), #s gegeben ınd sucht man die Perspektivität, durch die 
€ im p-Riß abgebildet wird, so wählt man in & zwei Geraden ( und H mit den Bild- 
paaren gı, (2, /tı, Aa (erster Riß auf #,, zweiter Riß auf E,), geht nun zu @,@, H,H 
über und hat damit auch die gesuchte Perspektivität bestimmt, weil deren Zentrum ja fest 
ist. Der Zusammenhang zwischen G', @’ und gı, gs läßt sich durch elementare Ueber- 
legungen, auf die hier nicht eingegangen werde, ermitteln. 


2. Kapitel: Die Struktur der allgemeinsten linearen Abbildung 
des Strahlenraumes. 


3. Die Bilder der Büschel, Bündel und Felder. Wir betrachten fortan den 
Strahl als das Klement des Raumes und wollen die Struktur des allgemeinsten G-ltisses 
bestimmen. Es soll zunächst aus den Grundforderungen (S 1,1) gezeigt werden, daß zwi- 
schen einem Gebilde erster oder zweiter Stufe und der zugehörigen Bildgesamtheit eine 
Projektivität besteht, die auch einfach oder zweifach ausgeartet sein kann. Auf Grund 


dieser Erkenntnis wird — nachdem die Abbildung auf eine Hauptabbildung zurückge- 
führt ist — das singuläre Gebilde und damit das Abbildungsgesetz bestimmt. 


I. Die Büschel. Durch dieselben Schlüsse, die beim Beweis der Hilfssätze im 
S ? angewandt wurden, erkennt man die Richtigkeit der beiden ersten Sätze: 


I. Hilfssatz. Enthält ein Büschel nur einen singulären Strahl, so haben alle 
Strahlen des Büschels dasselbe Bild. 


') Die Aufrabe. aus zwei Rissen einen dritten zu ermitteln, behandelt G. Hauck: »Theorie der 
trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme, Crelles Journ. f. r. u. angew. Math. 95. 97. 98. 108. 111. 128. 


K. Müller-Kruppa. Die linearen Abbildungen S. 157. 
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2. Hilfssatz. Enthält ein Büschel zwei singuläre Strahlen, so sind alle Strahlen 
des Büschels singulär. 

Daraus folgt durch mehriache Anwendung: Sind drei nicht einem Büschel ange 
hörende Strahlen eines Bündels oder Feldes singulär, so sind alle Strahlen desselben sin- 
gulär. Ein Gebilde zweiter Stufe, das mindestens einen nicht-singulären Strahl enthält, 
besitzt also höchstens ein Büschel singulärer Strahlen. 

3. Hilfssatz. Haben zwei nicht-singuläre Büschelstrablen A und RB getrennte Bilder 
A’ und B, so ist die Zuordnung zwischen den Elementen von AB und AB eineindeutig. 
AB enthält also keinen singulären Strahl. 

Beweis: Einen singulären Strahl kann es in AP nicht geben, weil dann nach dem 
>, Hilfssatz A und B zusammenfallende Bilder hätten. Ebenso kann es in A’B kein Ele- 
ment (” geben, das zwei Originale in AB hat, weil dann wieder A und B in Ü abge- 
bildet würden, 


4. Hilfssatz. (Umkehrung des I. Hilfssatzes): Haben zwei nicht-singuläre Strahlen 
A und B eines Büschels und mit ihnen also alle anderen Strahlen desselben ein Bild 
A=—PR'\, so enthält das Büschel einen und nur einen singulären Strahl. 


Beweis: Gibt es in dem durch AB bestimmten Feld « (oder Bündel a) einen nicht- 
singulären Strahl (©, dessen Bild C "A ist, so wählen wir im Büschel A’ einen belie- 
bigen (nach dem vorigen Satz nicht-singulären) Strahl D; sein Bild D' gehört A (U an 
und ist A und ' C. Jeder Strahl von B’C ist Bild mindestens eines Strahles von BC. 
So ist auch D’ Bild eines von 3 und (U verschiedenen Strahles D, von BC und daher 
auch Bild aller Strahlen des Büschels DD,. Der den Büscheln AB und DD, gemein- 
same Strahl 7 ist also singulär. 

Hat aber jeder nicht-singuläre Strahl in «a und «@ ein mit A zusammenfallendes 
Bild, so gibt es außerhalb von « und « einen nicht-singulären Strahl C,, dessen Bild 
Ci ; A ist. Da die Strahlen des Büschels |a, C,| in A’ abgebildet werden, kann man auf 
das von diesem Büschel bestimmte Feld „, die eben durchgeführten Schlüsse anwenden 
und die Existenz eines diesem Büschel angehörenden singulären Strahles 7, nachweisen. 
Us sei ferner (, ein zu 7’, windschiefer, nicht-singulärer Strahl mit einem Bilde (', : A. 
Einen solchen Strahl gibt es; denn hätten alle zu 7, windschiefen nicht-singulären Strah- 
len ein mit A zusammenfallendes Bild, so würden die Strahlen jedes 7’, nicht enthal- 
tenden Bündels in A abgebildet, mithin auch alle 7, schneidenden Strahlen und also. 
auch C,, was nicht sein kann Im Strahlbischel |a, C,| gibt es wieder einen singulären 
Strahl 7%, und daher ist der den Büscheln 7, 7, und AB gemeinsame Strahl singulär. 

Zugleich zeigt der Beweis, daß ein Bündel a oder Feld a, dessen Strahlen in ein 
Element A abgebildet werden, ein Büschel singulärer Strahlen enthält. 


5. Hilfssatz. Enthält ein Büschel keinen singulären Strahl, so ist die Zuordnung 
zwischen seinen Strahlen und den zugehörigen Bildelementen eineindeutig. 

Denn irgend zwei Strahlen des Büschels müssen verschiedene Bilder haben, weil 
sonst ein singulärer Strahl vorhanden wäre; daraus folgt nach dem 3. Hilfssatz die Richtig 
keit der Behauptung. Natürlich kann ein Bild außer dem entsprechenden Strahl jenes 
kaumbüschels noch andere, dem Büschel nicht angehörende Originalstrahlen besitzen. 

Um nun nachzuweisen, daß die Beziehung zwischen einem Strahlbüschel und seiner 
Bildgesamtheit projektiv ist, betrachten wir zunächst die Gebilde zweiter Stufe. 


2. Die Bündel und Felder. Aus den bisherigen Ergebnissen gewinnen wir un- 
mittelbar den folgenden Satz, mit dem wir zugleich eine einfache Bezeichnung einführen: 


Satz 4. In bezug auf eine allgemeine lineare Abbildung des G@-Raumes können 
vier Typen von Gebilden zweiter Stufe auftreten, nämliche solche, bei denen erstens kein 
Strahl, zweitens nur ein Strahl, drittens ein Strahlbüschel und viertens die ganze Strahlen- 
gesamtheit singulär ist. Diese Typen sollen in der angegebenen Reihenfolge vom »Sin- 
gularitätsgrad 0, 1, 2, oder 3« heißen. 

Wir fragen, wie die Bilder dieser Typen aussehen und behaupten zunächst: Hat 
ein Bündel oder Feld den Singularitätsgrad 2, so werden seine nicht-singulären Strahlen 
in ein einziges Element abgebildet. Denn ist A das Bild eines nicht-singulären Strahles A 
des Bündels oder Feldes, so bestimmt jeder weitere nicht singuläre Strahl PB desselben zu- 
sammen mit A ein Büschel, das einen singulären Strahl enthält. Daher ist nach dem 
2. Hilfssatz BD = 4). 
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Es gilt zweitens: Die nicht-singulären Strahlen eines Bündels oder Feldes vom 
Singularitätsgrad 1 werden in die Elemente eines Gebildes erster Stufe abgebildet, und 
jedem dieser Elemente entspricht in jenem Bündel oder Feld ein Büschel von Original- 
strahlen. 


Beweis: Die Bilder der nicht-singulären Feldstrahlen (bzw. Bündelstrahlen) können 
nicht in ein einziges Element zusammenfallen, weil sich dann — wie beim Beweis des 
4. Hilfssatzes gezeigt — ein Büschel singulärer Strahlen nachweisen ließe. Sind A und B 
zwei Strahlen mit getrennten Bildern A und RB’ und ist 7 der singuläre Strahl, so hat 
ein Strahl C des Feldes nach dem 1. Hilfssatz dasselbe Bild, wie der den Büscheln 7C 
und AB gemeinsame Strahl; dessen Bild ist aber ein Element von A’B’. Umgekehrt hat 
jedes Element von AB einen Strahl D von AB, also alle Strahlen des Büschels D7 
zum Original. 

Und schließlich beweisen wir: Zwischen den Strahlen eines Bündels oder Feldes 
vom Singularitätsgrad 0 und der entsprechenden Bildgesamtheit besteht eine nicht ausgeartete 
Projektivität. 

Die Abbildung ist eindeutig, da nach dem 5. Hilfssatz jedes Büschel eindeutig in ein 
nicht-ausgeartetes Büschel abgebildet wird. Es hat ander auch — wie man nach dem 4. Hilfs- 
satz schließt — jedes Bildelement in dem Bündel oder Feld einen und nur einen Original- 
strahl. Daher besteht in der Tat zwischen dem Raumgebilde und dem Bildgebiet eine 
nicht-ausgreartete Kollineation. 

Ist also das von einem Büschel bestimmte Biindel oder Feld vom Singularitäts- 
grad 0, so ist dieses Büschel projektiv zu seiner Bildgesamtheit. Enthält dagegen das 
Bündel und Feld je einen, dem Büschel nicht angehörenden singulären Strahl, so läßt 
sich aus der Eineindeutigkeit zwischen Büschel und Bildgesamtheit noch nicht die Projek- 
tivität schließen. Wir werden diese erst beim Beweis des 6. Satzes erkennen, sprechen 
das Gesamtergebnis aber schon hier aus: 


Satz 5. Die nicht-singulären Strahlen eines Bündels oder Feldes vom 
Singularitätsgrad % (k = 0, 1,2) werden projektiv abgebildet in die Elemente 
eines Gebildes (2 — k)-ter Stufe, wenn man ein einziges Element als ein 
Gebilde 0. Stuie bezeichnet. 

Werden umgekehrt die nicht singulären Strahlen eines Bündels oder 
"eldes in die Elemente eines Gebildes %. Stufe (k — 0, 1,2) abgebildet, so 
ist das Bündel oder Feld vom Singularitätsgrad (? —A). 

Insbesondere erkennt man: Haben drei nicht-singuläre und nicht einem Büschel 
angehörende Strahlen eines Bündels oder Feldes drei nicht einem Gebilde erster Stufe 
angehörende Bilder, so ist jenes Bündel oder Feld vom Singularitätsgrad 0. 


3. Schließlich beweisen wir den 
Satz 6. Es gibt mindestens ein Bündel oder Feld vom Singularitätsgrad 0. 


Wir zeigen zunächst, daß es Büschel gibt, die in nicht-ausgeartete Gebilde erster 
Stufe abgebildet werden. Macht man nämlich die Annahme, daß jedes Büschel ein aus- 
reartetes Bild, also auch einen singulären Strahl besitzt, so ist jedes Bündel mindestens 
vom Singularitätsgrad ?. Sind A und B die nicht-singulären Originalstrahlen zweier getrennter 
jilder A’ und B', so könnte man aus einem A enthaltenden Bündel und einem davon ver- 
schiedenen, B enthaltenden Bündel je einen nicht-singulären Strahl so herausgreiien, 
daß diese Strahlen sich schneiden und ihr Büschel also doch in das nicht-ausgeartete 
Büschel AB abgebildet würde. 

Es gibt daher mindestens ein Büschel (A) — [a, «| ohne singulären Strahl. Ist das 
durch das Büschel bestimmte Bündel « oder Feld « noch nicht vom Singularitätsgrad 0, 
so können beide nur vom Singularitätsgrad 1 sein, und die Bilder ihrer nicht-singulären 
Strahlen gehören dem Bildbüschel (A) und (A) an. Wir behaupten, daß es in diesem 
Fall mindestens ein Bündel und ein Feld vom Singularitätsgrad 0 gibt. Wäre nämlich 
unter den mit « inzidenten, aber nicht auf dem singulären Strahl 7’ von « liegenden 
Bündelpunkten 5b kein einziger vom Singularitätsgrad 0, so wären diese Bündel wieder 
vom Singularitätsgrad 1, die Bilder ihrer nicht-singulären Strahlen müßten dem Büschel (4') 
angehören und daraus würde folgen, daß die Bilder der nicht-singulären Strahlen irgend- 
eines Raumbündels, d. h. die Bilder sämtlicher nicht-singulären Raumstrahlen Elemente 
von (4') wären, entgegen der ersten Forderung. Es gibt daher mindestens ein mit « 
inzidentes Bündel b und ebenso ein mit a inzidentes Feld # vom Singularitätsgrad 0. 
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Ist aber bereits « oder « vom Singularitätsgrad 0, so kann man nicht nachweisen, 
daß es Bündel und Felder vom Singularitätsgrad 0 gibt. Wir werden Abbildungen 
kennen lernen, bei denen jedes Bündel, und andere, bei denen jedes Feld mindestens 
einen singulären Strabl enthält. 

Zwischen dem Bündel b» und seiner Bildgesamtheit besteht eine nicht-ausgeartete 
Kollineation. Es wird also das Büschel (B) — |b, «| in das zu ihm projektive Büschel (4') 
abgebildet, und da jeder A-Strahl dasselbe Bild hat, wie der zum Punkte AT’ führende 
B Strahl, so ist die Zuordnung zwischen (A) und (4A) projektiv. Damit ist auch der Satz 5 
vollständig bewiesen. 


4. Das singuläre Gebilde und die konstruktive Herstellung der Abbildung. 
I. Es soll nunmehr die (sestalt des singulären Gebildes ermittelt werden. Um die Ab- 
bildung auf eine Hauptabbildung zurückzuführen, suchen wir ein Bündel a -- (A) oder 
Feld «= (A) vom Singularitätsgrad 0 (Satz 6). Zwischen den Strahlen A und ihren 
3ildern A’ besteht eine nicht-ausgeartete Kollineation (A) = (A). Indem wir allen Strahlen, 
die bei der gegebenen Abbildung das Bild A’ hatten, jetzt als Bild den Strahl A— NA 
von (A) zuordnen, erhalten wir eine neue G-Abbildung- auf die Strahlen des Bündels bzw. 
Feldes (A), bei der die Strahlen dieses Gebildes sich selbst entsprechen, d.h. eine Haupt- 
abbildung. 

Um die Struktur unserer Abbildung zu untersuchen, beschränken wir uns fortan 
auf den Fall, daß eine »Hauptabbildung« auf die Strahlen eines Feldes 7 vorliege. Indem 
wir die Ergebnisse dual aussprechen, erhalten wir die Hauptabbildung auf die Strahlen 
eines Bündels. 


2. Satz 7. Bei jeder linearen Abbildung des Strahlenraumes gibt es singuläre 
Strahlen. 

Beweis: Hat ein beliebix gewähltes Feld & mit dem Spurstrahl Z=:r keinen 
singulären Strahl, so wird es in ein zu ihm kollineares Feld € abgebildet. Beschreibt 
der »Büschelpunkt« a eines in & gelegenen Büschels die Punktreihe auf %, so durch- 
läuit sein Bild «a eine zu ihr projektive Punktreihe auf F. Die Reihen (a) und («') 
haben zwei Doppelelemente «, und a. Das eBüschel a, wird also in das z-Büschel a; 
abgebildet, das z-Büschel aı aufgefaßt als Raumbüschel — in sich selbst, mithin auch 
das ganze Bündel «a, in das nicht-ausgeartete 7-Büschel a, und ebenso das Bündel «a, in 
das  Büschel a. Die beiden Bündel a, und a, sind also vom Singularitätsgrad I. Damit 
ist die Existenz singulärer Strahlen nachgewiesen. 

Zugleich erkennt man, daß es auf jedem 7-Strahl mindestens einen Bündelpunkt 
vom Singularitätsgrad ! gibt. Da ferner 7 vom Singularitätsgrad O0 ist, so kann es in 7 
keinen Bündelpunkt vom Singularitätsgrad >1 geben. Aus demselben Grunde gibt es 
bei dieser Hauptabbildung kein Feld vom Singularitätsgrad 3 und bei einer Hauptabbildung 
auf die Strahlen eines Bündels kein Bündel vom Singularitätsgrad 3. 

Ein Büschel, das einen z-Strahl, also einen sich selbst entsprechenden Strahl ent 
hält, soll ein »Hauptbüschel« heißen. Aus dem 1. Hilfssatz ergibt sich dann der im 
folgenden oft benutzte: 

Satz 8. Enthält ein Hauptbüschel einen singulären Strahl, so werden seine nicht- 
singulären Strahlen in den 7-Strahl des Büschels abgebildet. 

3. Nach den Bemerkungen des letzten Abschnitts lassen sich in 7 drei Bündel- 
punkte /, vom Singularitätgrad I auswählen. Sie bilden entweder ein Dreieck oder liegen 
auf einer Geraden. Im ersten Fall, den wir zu- 
nächst behandeln, gibt es drei Möglichkeiten: 
I. Die singulären Strahlen 7, der Bündel f, sind 
paarweise windschief. 2. Zwei von ihnen schnei 
den sich, der dritte geht nicht durch ihren Schnitt- 


> 


punkt. 3. Sie haben einen Punkt gemeinsam. 
Erster Typus. Die drei singulären Strah- 
len sind paarweise windschief. 


Die Strahlen $, die alle Strahlen 7% Pl 
schneiden, bilden eine nicht- ausgeartete Regel- Fu 


schar (S). Es sei S}, einer ihrer Strahlen mit _ 
einem Spurpunkt p, "#, und 9: ' pı' ein Punkt 
auf 5). Die gewiß nicht einem Büschel angehören- 
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den Strahlen pıt, = P, werden (Abb. 3) in die Strahlen P/ = pı't, abgebildet, weil die 
Hauptbüschel PP, %-.1.2,5) je einen singulären Strahl 7, enthalten (Satz 8). Daher 
werden nach Satz 5 alle Strahlen des Bündels pı, insbesondere auch S,, in Strahlen 
durch pı' abgebildet, und es sind mithin pı und pı vom Singularitätsgrad 1. Das gilt, 
wie ähnliche Betrachtungen zeigen, auch dann, wenn pı auf einem S-Strahl durch /, 
liegt. Sind also p, und p» zwei »&-Punkte« eines Raumstrahles P, d.h. Punkte auf der 
durch die Schar (S$) bestimmten Regelfläche, 5; und Sy die ©-Strahlen durch pı und ps», 
so muß das Bild P durch die Spurpunkte pı' und p;' dieser »projizierenden« Strahlen gehen. 

Die Strahlen der zur Schar (S) konjugierten Schar (7), die auch die Strahlen 7‘, 
enthält, werden singulär; ihnen wird jeder 7-Strahl als Bild zugeordnet. Weitere singuläre 
Strahlen kann es aber nicht geben. Denn die © Punkte eines nicht der 7' Schar angehörenden 
singulären Strahles wären dann mindestens vom Singularitätsgrad ?2, während sie, wie 
gezeigt, vom Singularitätsgrad |! sind. 

Ein ©-Strahl wird nach Satz 5 abgebildet in den z-Strahl des Büschels 5 7, wenn 
T der singuläre Strahl durch seinen Spurpunkt s ist. Dieser 7-Strahl ist aber die durch 
s gehende Tangente der Spurkurve J von ($). — Die Zusammenfassung der Ergebnisse 
liefert den zunächst nur für die Voraussetzungen dieses ersten Falles bewiesenen: 


Satz 9 Das singuläre Gebilde einer linearen Abbildung des Strahlen- 
raumes ist eine legelschar zweiter Ordnung (7). Das Hauptbild eines 
Strahles P wird mit Hilfe der zur Schar (7) konjugierten Schar (S), der pro- 
jizierenden Schar, so erhalten: Man bestimme ein Strahlenpaar Sı,, S,, das 
P schneidet; der 7-Strahl der »S-Kongruenz« mit den Brennlinien $ı, S, ist 
dann das Bild (bzw. ein Bild) P' von P (Abb.3). 

Umgekehrt entspricht jedem Bilde P' eine lineare Kongruenz von 
Öriginalstrahlen, die auch die singulären Strahlen enthält. Ihre Brenn- 
linien sind die ©-Strahlen, die durch die J-Punkte!) von P' gehen, wenn A 
die »Fundamentalkurve«e, d.h. die Spurkurve der Schar ($S) bedeutet. 


Der innere Grund der Linearität dieser Abbildurg besteht darin, daß die Strahlen S 
einer Regelschar in zwei beliebigen Ebenen ® und 7 projektive Punktreihen ausschneiden. 
Durch die Zuordnung dieser Punktreihen werden die Ebenen © und 7 projektiv, d. h. 
kollinear auf einander bezogen, und zwar so, daß der Schnittstrahl erz sich selbst 
entspricht. 

Es sei endlich bemerkt, daß bei diesem Typus nur Bündel und Felder vom 
Sirgularitätsgrad 0 oder | auftreten. 

4. Zweiter Typus. Die singulären Strahlen 7, und 7, schneiden sich in r,, 7; 
geht nicht durch v,. 

In diesem Fall bestimmen 7, und 7% ein 
Büschel singulärer Strahlen, dessen Ebene »; 
heiße. Ist „ = T3 0, so ist auch der Strahl 
"ra — T, singulär und mithin auch das Büschei 
T, T3, mit der Büschelebene »#,. 2, und 03 sind 
also vom Singularitätsgrad 2, so daß alle nicht- 
singulären Strahlen von 0, in Aı =p,7 und die 
von %& in Aa= 07 abgebildet werden. Ist pı 
ein nicht auf 7% liegender Bündelpunkt in 6,, so 
werden wieder die drei nicht einem Büschel an- 
sehörenden Strahlen P, = pıf« in die z-Strablen 
P, der Büschel P, 7‘, abgebildet (Satz Ss, Abb. 4). 

Abb. 4. Da die Büschelebenen dieser drei Büschel einen 

Strahl r,ı pı gemeinsam haben, so gehen die P; 

durch den Spurpunkt pı dieses Strahles und mithin nach Satz 5 auch die Bilder P’ aller 
nicht-singulären p,-Strahlen. Bezeichnen wir die Büschel |r:,0,) und [r,, 0], also die 
Gesamtheit der Strahlen, die die Strahlen 7, schneiden, wieder als die »projizierende 
Regelschar« (S), so ist jedes Bündel, das einen von 7, verschiedenen ©-Strahl enthält, 








I) Zwischen reellen und imarinären Klementen wird im folgenden kein Unterschied gemacht. 
Ueber das Konstruieren mit imaginären Elementen vergl. J. Grünwald: »Lineare Lösung der Aufgaben 
über das Verbinden und Schneiden imaginärer Punkte, Geraden und Ebenen« (Zeitschr. f. Math. u. Phys.., 
15. Bd.. S. 10.) und »Ueber das Konstruieren mit imaginären Punkten. Geraden und Ebenen« (Zeitschr. 
f. Math. u. Phys.. 46. Bd, 8. 323 1.). 
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vom Singularitätsgrad 1. Die Hauptbilder P’ der nicht dem Komplex 7, angehörenden 
Strahlen werden mithin nach der im Satz 9 gegebenen Regel hergestellt. Die Funda- 
mentalkurve / ist das Geradenpaar Aı, Ra. 

Außer den Büscheln [rı, 0] und [rs, oı| gibt es keine singulären Strahlen. Ein 7% 
nicht schneidender Strahl ist ja gewiß nicht singulär, weil seine ©-Punkte sonst wieder 
von größerem Singularitätsgrad als 1 wären. Aber auch die von », und r, verschiedenen, 
T, enthaltenden Bündel sind vom Singularitätsgrad 1, weil ihre o,- und o,-Strahlen nicht 
singulär sind und die nicht zusammeniallenden Bilder AR, und #3, besitzen. Dagegen 
sind die Bündel r, und rs mindestens vom Singularitätsgrad 2; sie können aber nicht 
vom Singularitätsgrad 3 sein, weil dann auch 0, und 0, vom Singularitätsgrad 3 wären. 
Es gibt daher keine weiteren 7’-Strahlen. Außer r, und r,, 0, und 0, treten nur Bündel 
und Felder vom Singularitätsgrad 0 und 1 auf. 

Die nicht-singulären r,-Strahlen werden in einen einzigen Strahl, nämlich das 
Bild 7 des Büschels [r,,0,| abgebildet, die nicht-singulären r, Strahlen in /%. Damit ist 
ein Mittel gegeben, um auch für einen Strahl @ des Komplexes 7%, für den unsere Kon- 
struktion nicht mehr eindeutig zu sein scheint, das Bild zu ermitteln. Denn ist y sein 
Spurpunkt und @- — gfo, so wird das Büschel QQ- in ein zu ihm projektives, nicht aus- 
zeartetes Büschel abgebildet, und zwar ygrı in ZA, gr» in /% und @r in sich selbst. 
Damit ist auch @ festgelegt. 

5. Dritter Typus. a) Die drei singulären Strahlen 7’, gehören einem Bündel o an. 


Nach dem 2. Hilfssatz ist o vom Singularitätsgrad 3. Einen weiteren nicht durch 
o gehenden singulären Strahl 7’ kann es nicht geben, weil dann ein Feld 07 vom 
Singularitätsgrad 3 existieren würde. Ist 7, der durch den Spurpunkt p eines Strahles P 
gehende 7"Strahl, so ist P’ der r-Strahl des Büschels PT), entsteht also aus /P dureh 
‚Zentralprojektion< vom Zentrum 0. Man kann als projizierende Schar einen beliebigen 


Strahlenkegel 2. Grades mit dem Zentrum o wählen, oder aber — und diese Auffassung 
soll für das Folgende beibehalten werden das ganze Bündel o; projizierende und 


singuläre Schar sind dann identisch. Und da im Satz 9 gesagt wurde, daß man »ein« 
den Strahl P schneidendes ©-Strahlenpaar zu wählen hat, so behält der Satz seine 
Gültigkeit. Unter dem »Fundamentalgebiet« / ist jetzt das ganze Punktfeld 7 zu ver- 
stehen. Die einem Bilde P’ entsprechende Kongruenz von Originalstrahlen ist ausgeartet 
und besteht aus dem Felde oP’' und dem Bündel o. 


b) Bei der Ermittlung der einzelnen Typen haben wir bisher angenommen, daß 
es gelungen sei, mindestens ein Feld z vom Singularitätsgrad 0 aufzufinden, das wir 
zum Bildgebiet der Hauptabbildung machen. Bei den ersten beiden Typen erkannten 
wir nachträglich, daß außer z noch weitere Felder und auch Bündel vom Singularitäts- 
grad 0 existieren, daß wir also als Hauptbildgebiet ebenso gut ein anderes Feld, aber 
auch ein Bündel hätten wählen können. Wir wären dann bei Wahl eines Bündels und 
bei entsprechender Annahme für die drei singulären Strahlen 7, wieder zum selben 
Typus gekommen. Anders äber beim dritten Typus. Hier existieren nur Felder, nicht 
aber Bündel vom Singularitätsgrad 0, und man kann, unter Beibehaltung der Strahlen 7',, 
also des singulären Gebildes, keine Hauptabbildung auf ein Bündel herstellen. 

Zu einem neuen Typus kommt man aber durch die 
duale Betrachtung, wenn man also von der Existenz eines 
Bündels a vom Singularitätsgrad 0 ausgeht und als dritte De u 
Spezialisierung drei in einem Felde m liegende T-Strahlen <7 


T, annimmt (Abb. 5). Dann ist © vom Singularitätsgrad 3, \47 F P 
und es gibt außerhalb von » keine T-Strahlen. Ist 7, der \ hr = a 
T-Strahl des Feldes a P, so wird P abgebildet in den a-Strabl \_-5 E 
des Büschels ?7,, also in jenen a-Strahl, der zum Durch- 

stoßpunkt ?w führt. Deuten wir das ganze Strahlenfeld » Abb. 5. 


zugleich wieder als projizierende Schar (S), so ist der Satz 9 

auch für diese Abbildung richtig, wenn man z durch a ersetzt. Man überzeugt sich 
leicht, daß auch eine beliebige Strahlenkurve zweiter Klasse in ® als »projizierend« an- 
genommen werden kann, entsprechend dem Kegel zweiter Klasse durch o. 

Aus diesem Fall ergibt sich die übliche »Spurabbildung« des Strahlenraumes, indem 
man als neue Bildgesamtheit das zum Hauptriß perspektive Punktfeld ® wählt; dadurch 
erhält P seinen Spnrpunkt y= Po als Bild zugeordnet. Doch ist zu beachten, daß bei 
dieser Deutung einem w-Strahl als Hauptriß alle «a-Strahlen, also als Spurbild alle 
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©-Punkte zugeordnet werden und nicht nur, wie bei der üblichen Deutung, die mit ihm 
vereinigten w-Punkte. 

6. Um zu zeigen, daß sich für den jetzt zu untersuchenden zweiten Hauptfall, bei 
dem die drei Bündelpunkte /, einen 7-Strahl A gemeinsam haben, nur noch ein neuer 
Typus ergibt, nehmen wir zunächst die drei Strahlen 7, wieder paarweise windschief an. 
Ist p ein Punkt auf 7% (Abb. 6), so werden die Strahlen pı =Pı und pt» —P; in die 
z-Strahlen P}\' und P; der Büschel 7, P, bzw. T, P, abgebildet, die gewiß von R ver- 
schieden sind. Da nun P, und 7% nicht singulär sein können und in ihrem Büschel den 
sinculären Strahl 7, enthalten, müßten ihre Risse anderseits zusammenfallen. Die gemachte 
Annnahme ist also unmöglich. Außerhalb von / dürfen wir keinen z-Punkt vom Singu- 
laritätsgrad | annehmen, weil sonst einer der schon behandelten Fälle vorläge. Da jeder 
7-Strahl aber mindestens einen Punkt vom Singularitätsgrad 1 enthält, müssen sämtliche 
Pankte auf A vom Singularitätsgrad I sein. Es bleibt jetzt nur ein 

Vierter Typus: Die drei Strahlen 7, gehören einem Büschel |r, o| an. 


\hbbh. 6. Abb. ; 


Denn schneiden sich etwa 7, und 7%,, so bestimmen sie ein Büschel singulärer 
Strahlen |r, e], dem anch 7‘, angehören muß, da es außerhalb dieses Büschels keine singu- 
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lären Strahlen geben kann (Abb. 7). r und o sind vom Singularitätsgrad 2. Alle nicht- 
singulären #-Strahlen .\ werden in /? abgebildet, alle nicht-singulären r-Strahlen Y in 
einem einzigen Strahl }. Wäre dieser : A, so wäre ein auf Y’ gewählter Punkt y vom 
Singularitätsgrad 1, weil das 7 Büschel y sich selbst entspricht und Y=y r ebenfalls den 
Strahl Y’ dieses Büschels zum Bilde hätte. Es bleibt also nur Y'—= AR möglich. Bekannt 


ist endlich nach Satz ) das Bild jedes AR schneiderden Strahles Z. 

Es sei P ein Strahl, der keiner der Scharen (.\), (Y) und (Z) angehöre, p= Pr, 
p—=P. und T=r7. mit dem Spurpunkt /. Da Y=rp in AR undA=tpin sich selbst 
abgebildet wird, muß 7° durch ? gehen, aber Z und ' A sein. Ein weiterer Ort für 
P' läßt sich jedoch nicht angeben. Denn ist g ein Punkt auf P, so kennt man nur das 
Bild des Büschels |g, /#) und das des Strahles qr. Das reicht aber nicht aus, um die 
zwischen dem Bündel qg und seinem Bildfelde bestehende Kollineation und damit P' ein 
deutig festzulegen. Ebenso kann das Bildfeld eines beliebigen, /° enthaltenden Feldes 
noch nicht bestimmt werden, 

Wählt man aber das Bild 7’ des beliebig aber fest herausgegrifienen Strahles P 
willkürlich durch #, aber : R und A, so sind die Bilder aller anderen nicht singulären 
Raumstrahlen jetzt eindeutig festgelegt, wie durch mehrfache Anwendung der Hilfssätze 
folgt. Dieser Typus ist also nicht allein durch Angabe des singulären (rebildes bestimmt. 
Der Fall kann als Grenzfall des zweiten Typus erhalten werden, indem man vr, und 
und gleichzeitig vo, und 0, zusammenrücken läßt: Dann decken sich projizierende und 
singuläre Büschel. Einem Bilde /” entspricht eine parabolische Kongruenz ') von Original- 
strahlen, deren Brennlinien in den zum Punkte PR führenden T-Strabi zusammengefallen 
sind und deren 7-Strahl 7 ist. (Läßt man beim zweiten Typus dagegen nur vr, und 
oder nur 0, und 0, zusammenfallen, so ergeben sich die beiden dritten Typen). Im fol- 
genden werde i. a. unter einer linearen Äbbildung des Strahlenraumes nur einer der ersten 
drei Typen, nicht aber dieser vierte Fall verstanden. Die Ergebnisse, die wir erhalten 
werden, lassen sich freilich stets auf diesen Fall übertragen, indem man den erwähnten 
Grenzübergang ausführt. 


') Ueber parabolische Kongruenzen vergl. etwa Müller-Kruppa, Die lin. Abb. S. 71/72, 
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7. Die Unterscheidung der vier Fälle hat gelehrt, daß nur beim Tvpus 3a alle 
Bündel und nur beim Typus 3b alle Felder vom Singularitätsgrad 1 sind, mit Ausnahme 
eines einzieen Bündels oder Feldes, das vom Singularitätsgrad 3 ist. In diesen Fällen 
wird jedem Bündel » bzw. Felde &® ein Strahlbüschel, d. h. ein Punkt p’ oder @ im Bild- 
gebiet zugeordnet. Und da diese Abbildungen p >p' und & >: den Grundforderungen 
genügen, so lassen sich diese und nur diese beiden Typen von Strahlabbildungen als p- 
bzw. € Riß deuten. 

Die hier behandelten Typen kann man natürlich auch durch andere Konstruktions- 
gesetze erhalten. So wird eine von Jan de Vries angegebene Abbildung!) dadurch 
definiert, daß einem Strahl P zunächst seine Polare P’ in bezug auf eine Fläche 2. Grades 
/ zugeordnet wird und darauf als Bild in der Ebene z der Spurpunkt »' dieser Polaren. 
Dieser Riß entsteht auch, wie wir behaupten, durch polare Umformung einer Zentral- 
projektion, deren Zentrum m der Pol von z in bezug auf _/ ist. 

Die einzigen Strahlen nämlich, die mehr als ein Bild erhalten, sind die durch m 
gehenden Strahlen 7, da ihre Polaren 7’ in z liegen. Das Bündel mn =(T) muß also 
das singuläre Gebilde sein. Ist „» das Bild des nicht-singulären Strahles ?, P, der durch 
n erzeugte Zentralriß von /’, so ist m p' die Polare von Pı in bezug auf -/, also p' der 
Pol von Pı in bezug auf die Spurkurve von A. Es entsteht also in der Tat das Bildfeld 
(p) aus dem Felde (P,) durch eine Polarität und stellt daher einen sehr speziellen @G-Riß dar. 


5. Die Bilder linearer Kongruenzen und Regelscharen. 1. Eine nicht-aus- 
geartete lineare Kongruenz enthält Strahlbüschel, deren »Büschelpunkte« auf den Brenn- 
linien # und @ der Kongruenz liegen. Wir nennen diese Punkte, aufgefaßt als Zentren 
aller der Kongruenz angehörenden Büschel, die Büschelpunkte der Kopgruenz. Sind «a 
und 5b zwei Büschelpunkte auf F\, so wollen wir die Strahlen ihrer Büschel (A) und (DB) 
projektiv dadurch aufeinander beziehen, daß wir je zwei Strahlen einander zuordnen, die 
auf G denselben Punkt p ausschneiden. Da die Bildbüschel «—(4A) und ’—(B') dann eben- 
falls projektiv zu einander sind, und da sich zwei homologe Bilder A’ und 7 im Bildpunkt 
p des Büschelpunktes p trefien, so liegen die Bilder p' aller Büschelpunkte p von @ auf 
einer a’ und Ö' enthaltenden Kurve zweiter Ordnung /. Und da ja a und b auf F be- 
liebie gewählt waren, so enthält / auch alle Bildpunkte der auf 7’ liegenden Büschel- 
punkte. Sind /ı und f die ©-Punkte von /”, so werden den Biischeln |/ı, @] und |f;, @] 
die J Punkte f}' und f.' von F' zugeordnet. / geht also durch die J-Punkte von F’ 
und @. 


Satz 10. Die Bildpunkte der Büschelpunkte einer nicht ausgearteten 
linearen Kongruenz bilden eine Kurve zweiter Ordnung /, die wir kurz als 
»Büschelkurve« der Kongruenz bezeichnen. 

Jeder Pankt auf /’ ist Bild eines Büschelpunktes auf F und eines auf G. Hält 
man a fest und läßt A sein Büschel (A) =a durchlaufen, so schneidet das sich um « 
drehende Bild A’ auf / die Bilder p»' der Büschelpunkte p von G aus. Kommt p’ nach 
a’, so wird A die Tangente an /,, also: 

Satz 11. Der Schnittstrahl zweier bildgleicher Büschel einer linearen, nicht aus- 
gearteten Kongruenz hat zum Bilde die Tangente an / in dem betreffenden Bildpunkt. 

Wir erwähnen die wichtigsten Spezialfälle Ist Z#' ein projizierender Strahl und 
gehört @ nicht den Scharen (5) und (7) an, so geht durch die ©-Punkte gı und 9 von 
G je ein T7-Strahl, der auf F die Punkte a bzw. b ausschneidet. Die nicht-singulären 
Strahlen des Büschels |a, G| und zugleich die des Büschels [g, F] werden in einen Strahl 
4A’, die nicht-singulären Strahlen von |b, G| und |yı, F| in einen Strahl B’ durch den 
Spurpunkt f von F abgebildet. Alle anderen Büschel haben f zum Bilde. /’ zerfällt in 
A’ und B. 

Ist aber F ein singulärer Strahl, so geht durch jeden Punkt a auf F ein S-Strahl, 
der das Büschel |a, @| in einen Punkt a’ der Fundamentalkurve /J projiziert. In diesem 
Fall ist also /' 4. Ist endlich F ein -Strahl, so sind seine .J-Punkte zugleich seine 
!-Punkte. 

2, Auf F sei eine Punktreihe (a), auf @ eine zu ihr projektive Punktreihe (b) 
gegeben. Die Bildpunkte a’ und b der Büschel |a, G] bzw. |b, F} liegen auf einem 

I, Jan de Vries, Eine Abbildung «der Geraden des Raumes auf die Punktepaare einer Ebene. 
Christian Huygens. International mathematisch Tidschrift,. 2. Jahrgang. 1922 — 1925, Nr. II]. 
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Kegelschnitt /. Wir suchen das Bild der durch die Verbindungsgeraden homologer l’ankte 
I = ab gebildeten Regelschar (7). Sind & und 5b, zwei sich entsprechende, festgehaltene 
Punkte, so sind die Büschel (a, D) und (bu a) projektiv, wenn a und b homologe Punkte 
auf #F bzw. G@ bedeuten, daher auch die Bildbüschel «' — (a' b) und bu = (b,' a) und 
folglich also die auf /’ liegenden Punktreihen («a’) und ()'). Das Erzeugnis dieser beiden 
projektiven Punktreiher, d. h. die Gesamtheit der Bildstrahlen 7’=ab' bildet mithin 
nach einem bekannten Satz der projektiven Geometrie eine zu jeder dieser Punktreihen 
projektive Kurve zweiter Klasse oder in speziellen Fällen ein Strahlenbüschel?). 


Satz 12, Die Bilder der Strahlen einer Regelschar bilden eine zu ihr 
projektive Kurve zweiter Klasse. 


3. Kapitel. Eine analytische Behandlungsweise. 


6. Die Hauptmatrizen einer Regelschar. ı. Da den hkegelscharen zweiter 
Ordnung bei unserer Abbildung eine besondere Bedeutung zukommt, so soll für sie eine 
vorteilhafte Parameterdarstellung angegeben werden. 

Eine Regelschar zweiter Ordnung wird definiert als die Gesamtheit von Strahlen (DB), 
deren Koordinaten B, Ü — 1,...,6) drei linearen homogenen Gleichungen 

Ay Bı + (sus B,; t Hug B;  (y4 B, + Aus B» + Ixs B; =L(u, B)=0 (x 93 (1) 
genügen‘), d. h. den Gleichungen dreier linearer Komplexe a, mit den » Komplexkoor- 
dinaten« a,: (= 1,2,3; '=1,...,6). Sie ist also durch eine Matrix \I von drei Zeilen 
und sechs Kolonnen gegeben, deren Zeilen mit beliebigen, von (0) verschiedenen Faktoren 
multipliziert werden dürfen. Der Rang der Matrix sei 3, damit die drei Bestimmungs- 
komplexe nicht einem Büschel angehören. DBezeichnet man drei lineare Formen 
L(a,,B)=P'\, (# = 1,2,5) durch das Symbol W(B)=(B'), so lassen sich die GI. (1) 
auch schreiben: 


1 an, 5 Sun Saat rien 3, tn ae TEE 
Die zur Schar (B) konjugierte Schar (4) wird durch ein Gleichungssystem 
a EN: 


dargestellt. Dabei ist die Matrix Ö = {b,.} ebenfalls vom Range 3 und mit W durch die 
neun Gleichungen 


Lu,b)=0 (44=1,2,3) . Bar ...(4) 
verknüpft‘). heiße eine »Leitmatrix« der Schar (B), DB eine »Leitmatrix‘ der Schar (4). 
Die Koordinaten A, und BR, sind — als Lösungen der linearen Gleichungssysteme (2) 
und (3) von der Form 
A = At + Aa leı + A; 5: j B: mb: + 1m bi + AR: b;: (Ci an 6) . (5), 
und wegen der Plückerschen Relationen Z (4, A) = 0 und /(B,B) — 0 ist 
3 3 
= Liü; Ar) 2: ),,=0 und FL(b,,b,) m, u. = 0 a in. ir 


En | 1.3 ) 


Deuten wir die /, und «,„ als projektive Punktkoordinaten in bezug auf das in der 
Ebene x; = 0 gelegene Dreieck des Fundamentaltetraeders, so sind die Gl. (5) eine 
Parameterdarstellung der Scharen (4) und (B), wenn die }, und / die Koordinaten eines 
auf einem Kegelschnitt . bzw. N, laufenden Punktes ) bzw. u sind. Diese Kegelschnitte 
haben die Matrizen ') I. {La} und 8 ={L(h,b.)}. 

2, Zur Darstellung der Scharen (4) und (B) kann man auch zwei Matrizen W 
und ®' verwenden, deren Zeilen lineare Kombinationen der Zeilen von V bzw. B sind’). 
Sehr fruchtbar erweist sich die Forderung, W und ®’ so zu bestimmen, daß der jedem 
Strahl zugeordnete »Parameterpunkt« A bzw. « mit dem Spurpunkt des Strahles in der 
Ebene III (d.h. der Ebene x; = 0) zusammenfällt. Daß diese Forderung einen Sinn hat 

I, Verel. Reye, Geom. d. Lg., 1909, S. 125. 

?) Wir verwenden für einen Strahl ? im folgenden die auf ein beliebizes Fundamentaltetraeder 
bezorenen projektiven Strahlkoordinaten 

P,=Pı, R=Pa. PP=Pı, Pı=Pa, P,=Pz, Pe = Pısa. 


) Vgl. etwa G. Kowalewski, Analytische Geometrie (1910), 5 99. 
2) 


Unter der Matrix eines Kegelscehnittes wird hier stets die Matrix der Diskriminante verstanden. 
') siehe etwa Zindler. Linienzeometrie I, S. 302, Satz 169. 
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und unter gewissen geometrischen Voraussetzungen erfüllbar ist, ergibt sich aus folgender 
Ueberlegung. 
Für den Spurpunkt b eines Strahles B ermittelt man in III die Koordinaten 


b=—-B b=B b=-B.....2:...-ÜM, 
also nach (5): 
bı — (u, dis + ty Dy5 + At b3;) / 
bb) = HM b,; + My Ds; H Ma Dz4 (8). 
b; = u; Dis + Ua Bra + 105 Da; 


Wir nehmen an, es sei die Determinante 
Nız 4 As 
l2a3 Ma da Eee; Ba IE NE ir 


33 I I 


Da nach (4) die b,, (A—1,2,3) als drei linear unabhängige lL,ösungssysteme der 
(1. (2) aufzufassen sind, so lassen sich unter der Voraussetzung (9) diese Lösungssvsteine b» ı 
so spezialisieren, daß das Gleichungssystem (9) die Identität darstellt. Das geschieht, 
wenn wir setzen: 
Ds: = 1 b,, = | ba; = l 
ehe et. 


Aus den Gl. (2) ergeben sich dann eindeutig die übrigen b,.. Die neue Matrix der b,., 
die wir jetzt wieder mit ® bezeichnen, heiße die der Regelschar (B) in »bezug auf die 
Fundamentalebene III zugeordnete Hauptmatrix«. Unter einer analogen Voraussetzung 
ergibt sich eine ebenso gebaute Hauptmatrix \, die der Schar (4) zugeordnet wird'). 

Der Zusammenhang zwischen den Hauptmatrizen A und D ergibt sich aus den 
neun Gl. (4). Bezeichnen wir die Elemente in den Hauptmatrizen mit großen deutschen 
Buchstaben, so wird W (und analog ®) von der Form: 


\ Yı Ars 0 0 ° 1— Is 
= Y As 0—1 0 Vs ER EEE EEE; . 1 
Yı Aa—t 0 0 Ms 
Die Gl. (4) lauten dann: 


Ya +4 Br 0 Mı-+ Ba = 0 By — Nıs = 0 
PP aan Yıı =VU) - As} PB} == U RB; se —( u TER: 
33 — Bes =VU . I;ı En Bys =VU) Ye . We = U 
Die Hauptmatrix ® ist also eindeutig aus \ zu bestimmen: 
| DU BR Ya 0 0 l Ws, 
DD m Ws; Ai 0 —I1 0 Yzı Ei. > 
— Ars Ms l 0 0 Mzs 


Die Multiplikation der Koordinaten eines der »Hauptkomplexe« mit einem Faktor ist zwar 
für die Darstellung der betrachteten Regelschar unwesentlich; doch sind die entstehenden 
Matrizen dann keine Hauptmatrizen, da Si. bzw. N, i. a. nicht mehr identisch mit der 
Spurkurve A der Regelschar sind. Es ist ferner wesentlich, daß die Hauptkomplexe von 
\ und ®B jetzt eine bestimmte Reihenfolge besitzen. 


3. Wann läßt sich eine Regelschar durch eine Hauptmatrix darstellen? Wenn die 
Bedingung (9) erfüllt ist, so gibt es ofienbar für die Gl. (2) kein Lösungssystem B., bei 
dem B; = B, = B, = 0 ist, ausgenommen das für unsere Zwecke nicht brauchbare System 
B=0 (=1,...,6). Aber auch die Umkehrung ist richtig. Wenn es kein deraıtiges 
l,ösungssystem gibt, d. h. aber, wenn die Schar (B) keinen in III liegenden Strahl enthält), 
so muß die Determinante (9) ' 0, also eine Transformation auf die Hauptmatrix möglich 


') Man beachte aber, daß etwa zur Darstellung der Schar (4) durch das Gleichungssystem 
B(A)=0 die der Schar (B) »zuzeordnete Hauptmatrix« ® verwendet wird, also die Leitmatrix der 
Schar (A), 

*), Ein in III liegender Strahl 7, der in bezuz auf das Fundamentaldreieck dieser Ebene die 
Linienkoordinaten P'. P'g, P'z hat, besitzt die Plückerschen Koordinaten 
Pı = P'3. P,=— P'\, P,=0, Pı=0, P 0, P=P3. 
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sein. Da dann auch die Schar (4) keinen Strahl in III haben kann, ist die Existenz der 
dieser Schar zugeordneten Hauptmatrix ebenialls sichergestellt. 

Bei unseren Betrachtungen zeichneten wir die Fundamentalebene Ill aus. Deuten 
wir die Parametertripel /, und u, als projektive Punktkoordinaten in einer anderen 
F"undamentalebene oder als Ebenenkoordinaten in dem Bündel einer Fundamentalecke, so 
können wir jedesmai eine dem betreffenden Fundamentalgebilde zugeordnete Hauptmatrix 
erhalten. Diese acht Hauptmatrizen unterscheiden sich natürlich in ihrer Struktur. 

Satz 13 Kine Regelschar läßt sich auf die einer Tetraederebene oder einem 
Tetraederpunkt zugeordnete »Hauptmatrix« dann und nur dann bringen, wenn sie mit 
dieser Ebene oder diesem Punkt keinen Strahl gemeinsam hat. Durch geeignete Wahl 
des Fundamentaltetraeders kann man also i. a. stets die angegebene Schreibweise erzielen. 

Eine Ausnahme bilden die Bündel und Felder, die ja auch als Äusartungen von 
Regelscharen aufzufassen sind. Für ein Bündel lassen sich nach dem Satze nur in bezug 
auf die Fundamentalebenen, für ein Feld nur in bezug auf die Fundamentalecken Haupt- 
matrizen angeben 


i. Durch die Einführung der Hauptmatrizen wird die lP’arameterdarstellung der 
Regelscharen: 


A= cl A, t da A; t- Ga As: . B = b, , + Da By: + b; N, = l, aa 15). 
Dabei sind die a, und Ö, die Koordinaten der Spurpunkte a und 5b von A und B. Sie 
müssen der Gleichung der Spurkurve I Z (NL, N.) 0 &, = 0 genügen, für deren Matrix 
wir eine einfache Schreibweise einführen. Die Matrizen ”! und ® werden durch neun 
inhomogene Zahlen charakterisiert. Diese ordnen wir zu zwei den Matrizen V und B 
zugeordneten juadratischen Hauptmatrizen W° und DB’ an, indem wir von 
bzw. ® die zweite, die mit — 1 multiplizierte erste und die mit — 1 multiplizierte 
sechste Kolonne in dieser Reihenfolge zusammenstellen: 

\ Yıa Yaı — Wis / du 2 PP E Ms: j 
\ ) \ \ x Nas \ ! % \ 
las — Yo — lo | = 4° ) An Yaı AU, = d’—= — 1 (14). 
Na Na} MEr Ars Ars Ass 


Dabei bedeutet M° die zu N” transponierte Matrix. Dann wird die Spurkurvenmatrix 


2 Yız En Yıı Zu ss a er Yıs / 

- [ \ \ \ (0 y N x (} \ ! f .-\ 

l. Mr. I t =\° Yıı t Bu 2 Ws} U Per E Pr \ — U > Y — I i- [9 15 |. 
Aa l. > ’, / | a Wie a Ws} Fa: No, 2 Mac \ 


Multipliziert man in \! alle Glieder der «uadratischen Hauptmatrix mit k : 0, also 
auch in ®, so erhält man natürlich andere Regelscharen. Aber diese haben dieselben 
Spurkurven, weil deren Matrix = k (N? +”) ist. 

5. Wenn im speziellen Fall die drei Hauptkomplexe der Matrix VI ausgeartet sind, 
d.h. wenn die Komplexkoordinaten der Plückerschen Relation Z (x, x) 0(#=1,2,3) 
genügen und dann besser mit lateinischen Buchstaben bezeichnet werden, so muß auch 
An =0(0, Ası 0, Ay 0 sein: 


\ A () () () | As | 
= \ 0 A:: 0 — 1 0 & a Eee Ze |; ° 

} \ 

Ası Asa — ] (0 () () 


Die Spurpunkte der drei »Ächsen« A, sind dann nach (7) die Ecken des Fundamental- 
dreieckes in Ill. Wir wollen nun im allgemeinemFall den Hauptkomplex , derjenigen 
Ecke des Fundamentaldreieckes zuordnen, durch die für den Fall der Ausartung seine 
\chse gehen muß. Ist umgekehrt eine keinen III -Strahl enthaltende Regelschar so gewählt, 
daß ihre Spurkurve beispielsweise durch die Ecke 0:0:1 geht, so ist der zugeordnete 
Hauptkomplex I, ausgeartet. Denn durch diesen Punkt muß ja ein Strahl A; der A-Schar 


gehen, dessen Spurpunktskoordinaten nach (7) As: — Ass :— Ass = 0:0:1 sind. Wählen 
wir Ass — 1, so stellt A; den dritten Hauptkomplex von \i dar. 
Satz 14. Eine Regelschar sei durch die der Fundamentalebene (oder -ecke) 


zugeordnete Hauptmatrix dargestellt; dann ist einer ihrer Hauptkomplexe dann und nur 
dann ausgeartet, wenn der durch x erzeugte Nullriß der Regelschar durch die dem 
Komplex zugeordnete Ecke des Fundamentaldreieckes in x (bzw. Ebene des Fundamental- 
dreitlachs in x) geht. 
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Da ein nicht in ///I liegendes Bündel (A) stets Strahlen durch die Ecken des 
"undamentaldreiecks in /// schickt, so sind die ihm zugeordneten Hauptkomplexe aus- 


geartet. Ueberdies muß der Rang) der Spurgebietsmatrix 0, also WA’ + A" 10} sein, 
d.h. nach (15) Ay = 4a: Ay = 4 A = — dr 
oder zur Abkürzung — _ ur 

23 "3 "3 


Daher wird nach (16) 


“> 73 
4 Ly 
| (0) () () 


Die &, sind, wie man leicht bestätigt, die Koordinaten des Bündelpunktes. 


7. Die Abbildungsformeln. ı. Es seien P,' (2 — 1,2,3) Linienkoordinaten der 
in der Fundamentalebene /// — z liegenden Strahlen in bezug auf das Fundamentaldreieck 


dieser Ebene. Ist = {Z,.} (#=1,2,3; 1=1,...6) eine beliebige Matrix vom Range 3, 
so vermitteln die drei linearen Formen L(&,, P)= P, oder kurz 

a en a ar ne 
eine Abbildung der Raumstrahlen auf die der Ebene z, die — wie man leicht bestätigt 


allen Grundforderungen genügt. Die durch die Gleichungen & (7) — 0 bestimmte Regel 
schar (7) ist das singuläre Gebilde, denn zu jedem 7 dieser Schar gehören die Bild- 
koordinaten 0:0:0. Daß diese Abbildung auf die im 2. Kapitel beschriebene Art her- 
gestellt werden kann, hat Eckhart in der oben erwähnten Arbeit gezeigt‘). Der Rang 
der Matrix {IL (&,, ©); ist charakteristisch für die verschiedenen Typen der projizierenden 
Schar, die im vorigen Kapitel ausführlich besprochen wurden. 

Wir wollen zeigen, daß sich auch umgekehrt jede nach den synthetischen Methoden 
des 2. Kapitels hergestellte Abbildung durch ein Gleichungssystem der Form (17) ver- 
mitteln läßt. Es sei z = I/II das Bildfeld einer gegebenen Hauptabbildung. Man bestimme 
die Hauptmatrix © = '!&,.; der projizierenden Schar (S) in bezug auf die Fundamental- - 
ebene ///. Das ist möglich, weil die projizierende Schar mit dem Hauptbildfelde keinen 
Strahl gemeinsam hat. Dann behaupten wir, daß die Gleichungen © P —- P’ der analytische 
Ausdruck für die gegebene Hauptabbildung sind. Sie stellen, wie eben erwähnt, gewiß 
eine unserer linearen Abbildungen dar. Für einen 7-Strahl /’ ist, wenn man die spezielle 


Form der Matrix © beachtet, ; = P, —-P;,—=0, also Pı = P;,, P% P, PP =—P,;, 
d.h. aber ?  P°). Die Abbildung SP=P' ist mithin eine Hauptabbildung, und da 
überdies nach Voraussetzung ihre durch die Gleichungen © (7) -- 0 bestimmte singuläre 


Schar mit der singulären Schar der gegebenen Hauptabbildung übereinstimmt, so sind 
beide Abbildungen identisch. Nimmt man mit dem Hauptbildfeld (7°) noch eine Kollineation 
vor, so erhält man für die neuen PBildkoordinaten allgemeine lineare Formen in den P). 


Satz 15. Jede Hauptabbildung auf die Strahlen eines Feldes oder 
Bündels z läßt sich analytisch durch ein Gleichungssystem SP=P' aus- 
drücken, wobei © die Hauptmatrix der projizierenden Schar in bezug auf 
die Fundamentalebene oder Fundamentalecke 7 ist. 

2. Als Anwendung soll das Hauptbild einer Regelschar (A) ermittelt werden, die 
keinen z-Strahl enthält. Ihr läßt sich in bezug auf 7 die Hauptmatrix U = IM, zu- 
ordnen. Aus ihrer Parameterdarstellung (13) folgt für die Bildkoordinaten eines A-Strahls: 


} a ne f \ —.. { : vr > R & \ 

Ay: L(©,,4)=aı L(&,,Nı) - as L(©,, U.) + a3 L(&©,,3;) % == 1, 2,9. 
I) Man klassifiziert die Regelscharen nach dem Range r der Matrix ıL (ix, 2) = in unserem Fall 
also der Spurkurvenmatrix NP + AP, Für r= besteht die Rezelschar aus den Strahlen, die drei wind- 
schiefe Strahlen trefien. Sie artet aus in zwei Strahlbüschel mit einem zemeinsamen Strahl, wenn r=2., 


in ein Strahlbüschel, wenn r=1 ist. Für r=0 erhält man als Ausartungen die Strahlen eines Bündels 
oder Feldes. Vergl Kowalewski, Analyt. Geometrie, S 99. 

*), Vergl. die Fußnote auf S. 350, 

>) Vergl. die Fußnote auf S. 395. 
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Das Bild A von A erhalten wir also, indem wir den Spurpunkt a von A durch 
eine Korrelation transformierer, deren Matrix von den ©, und I, abhängt. Die Bildgesamt- 
heit bildet also i. a. eine Kurve zweiter Klasse. Die Korrelationsmatrix ist [vergl. bei 
der Berechnung das Gleichungsystem (11)|: 





\©ı: + Yıa Sıı + Moe - Ss + Ass) 

US) Sr Nas Sp — Yaı Sr — As, S’— 3 = S+A". 
Sza — Hi Szı — Us — Sie — Nass 

Satz 16. Die Bildgesamtheit (.l') einer Regelschar (4) entsteht aus der Spur- 


kurve (a) durch die Korrelation (4) = (a), wobei K — ©’ + A" ist und ©’ und X° die 
auadratischen Hauptmatrizen der Scharen ($) und (4) sind. 
Welches sind im speziellen Fall die Bilder der Scharen (S) und (7)? 
(N Nils 


) > ’ 
\ 1 U 
— 


'y wobei ie 


6 


o j I 


7 N,(/), wobei J; = + %0 = © 2’ = 10}. 

Die Geraden 7’ sind also unbestimmt. Dagegen ist ©’ + 5° eine symmetrische 
Matrix; sie vermittelt eine Polarität, deren Inzidenzkurve die Matrix ©° + ©°’' hat, also 
die Spurkurve (s) der Schar (8) ist. Mithin ist das Bild 5 von S die Tangente der 
Spurkurve im Spurpunkt s, übereinstimmend mit früheren Ergebnissen. 

Auch ein Bindel (A) ist als Regelschar aufzufassen. Enthält es keinen -Strahl, 
so entsteht sein Bildfeld (4) aus seinem Spurfeld (a) durch die Korrelation = &S’+ N", 
Stellt auch © ein Bündel, etwa mit den Koordinaten 0:0:1:0 dar, so daß die Abbildung 
eine »Zentralprojektion« ist, so wird nach der Schlußbemerkung von 6,5 S' 10}, also 
5’ + A’ — U" eine antisymmetrische Matrix. 

Da die zugehörige Determinante — 0 ist, artet die Korrelation aus: Die Bild- 
strahlen A’ der nicht-singulären A Strahlen gehen durch ein Zentrum a’, den »Zentralriß« 


jenes Bündelpunktes. 


8. Die Frage der Eineindeutigkeit. ı. Es soll zunächst untersucht werden, ob 
sich durch Verwendung zweier Abbildungen Eineindeutigkeit erzielen läßt. Sind ($) und 
(U: die beiden gegebenen projizierenden Scharen, so können wir i. a. in vielfacher Weise 
ein gemeinsames llauptbildfeld oder Hauptbildbündel so wählen, daß es keinen ‚S- oder 
U-Strahl, also auch keinen singulären 7- oder V-Strahl enthält. Nur für den Fall, daß 
ein projizierendes Bündel und ein projizierendes Feld gekoppelt sind, läßt sieh ein gemein- 
sames Hauptbildgebiet nicht angeben Diesen Fall, der als Spezialisierung eines im 
nächsten Kapitel behandelten Typus auitritt, schließen wir deshalb hier aus. 

Als Beispiel werde ein Bildfeld z = /// angenommen. Die beiden Hauptabbildungen 
seien 

SP=P', UP=P", 

Die Hauptmatrizen der singulären Scharen seien I und 3. Läßt man die Plückersche 
Relation für die /, fallen, so stellen diese sechs Gleichungen eine lineare Abbildung des 
fünfdimensionalen linearen Punktraumes /4, auf die Elementenpaare von z dar, wobei 
jeder Punkt des A, die homogenen Koordinaten P, hat. Diese Abbildung kann also aus 
Dimensionsgründen nicht eineindeutig sein. Sie ist aber auch nicht eineindeutig, wenn 
man nur das vierdimensionale, im A, enthaltene Gebilde zweiten Grades L(P, P) —= 0 auf 
die Elementenpaare von 7 abbildet. 

Ist nämlich ein Bildpaar P', P" gegeben, so haben wir zunächst alle Systeme 7’, zu 
suchen, die die sechs linearen Gleichungen 

oP! +L(&,PA)=0|! 

sP"+L(U,A=-0 \=123 
befriedigen. Dabei sind » und 0 ebenfalls noch unbekannt. Die Koeflizientenmatrix hat 
die Form 


PP 0 &ı ©: 0 0 1 Ss 
\ P'’ 0 &ı & 0 10 © | 
\ P; u SHE ©; ns ie U SO; 
Dun =— 
0 P"” UWı U 0 0 1 Uıs 
u P,' Us, Us, U — ] 0 Use \ 
U P; U;, Is, l U 0 Uss 
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Die durch Uebereinanderschreiben der Matrizen 5 und Ill entstehende Matrix D kann 


keinen kleineren Rang als vier besitzen. Denn wäre ihr Rang gleich drei, so wäre jeder 
Hauptkomplex von © mit dem entsprechenden von Il identisch: & und Il sollen aber 


zwei verschiedene Matrizen sein. Der Rang von WM kann also — je nach dem Range 
von ® und je nach Wahl des Bildpaares — nur die Werte r— 6,5 und 4 annehmen. 


Die Zahl der Unbekannten ist acht, und daher wird jedes fundamentale Lösungssystem ') 
für die ?P, von der Form 


P, = /ı Au + Ar 4; für r=6, 
P. = by Au + Ar Ay + 43 4; für r — 5, 
P, = /ı, Au-+ 43 Ar + As Ası + Aı A. für r=4, 


wobei die A,. beliebige, linear unabhängige Lösungen für die Unbekannten P, sind. Es 
entspricht also einem Bildpaar /, /" eine gerade Punktreihe, ein lineares Punktfeld oder 
ein dreidimensionaler linearer Raum im 74. Der Schnitt dieser Originalgebilde mit Z 
ergibt ein Punktgebilde zweiten Grades in der betreifenden linearen Mannigfaltigkeit. 
Liegen im ersten der drei Fälle A, und A, nicht auf /,, so liefert die Gleichung 


I; (4 P) L (A,. Ai) lı? +2 L (A,, A;) }, so > L (As, A») Är 0 


zwei Wurzeln für A, :/,, die zwei L-Punkte als Originale festlegen: Dem Bildpaar P', P' 
entsprechen zwei unter Umständen zusammenfallende Originalstrahlen des Strahlenraumes. 
Sind Aı und A, selbst Z-Punkte, so liegt die ganze ÖOriginalpunktreihe des ZA, auf Z, 
wenn L(Aı, A;)= 0 ist: Dann gibt es ein Büschel von Strahlen, die das Bildpaar P’, P’ 
besitzen. Im zweiten Fall ergibt /(P, P)= 0 eine quadratische homogene Gleichung für 
)y hard mit der Matrix IL (4A,4)}2,2—=1,2,3. Die L-Punkte mit dem Bildpaar P', 
P' stellen also im Strahlenraum eine Regelschar dar. Endlich müssen im dritten Fall 
)y:da:2;:2, einer quadratischen Gleichung mit der Matrix {L (A, A)! (2,%—=1,...4) ge- 
nügen, damit die P,- Systeme ZL-Punkte bedeuten. So erhalten wir die Parameterdar- 
stellung einer linearen Kongruenz als Örigiualgebilde im Strahlenraum. 


Auch geometrisch erkennt man die Möglichkeit dieser vier Fälle. Gehören bei- 
spielsweise die Brennlinien der beiden projizierenden Kongruenzen einer Regelschar an, 
so besitzen sie auch eine Regelschar von Transversalen, die auch in ein Bündel oder 
Feld ausarten kann. Man denke an den Fall zweier Zentralprojektionen, bei denen der 
Schnitt der beiden Kongruenzen aus einem Felde besteht, wenn P'— P" ist und durch 
den »Hauptpunkt« o geht. W ist für jedes Bildpaar vom Range sechs, wenn DT den 
Rang sechs hat, wenn also die sechs Hauptkomplexe der projizierenden Scharen linear 
unabbängig sind, oder anders ausgedrückt, wenn es im Z, keinen in bezug auf beide 
Abbildungen singulären Punkt gibt. In diesem Fall entspricht jedem Bildpaar entweder 
ein Strahlenpaar oder Strahlenbüschel. 


Gibt es einen und nur einen singulären Punkt im #,, der überdies auf /, liegt 
und also einen den singulären Scharen gemeinsamen Strahl 7’ V darstellt, so ist I 
vom Range 5, und es können Kongruenzenpaare auftreten, die eine Regelschar von Trans- 
versalen besitzen. 7= V gehört jeder ©- und jeder ll Kongruenz an, ist also als ein Ori- 
ginalstrabl jedes Bildpaares aufzufassen. In diesem Fall läßt sich daher wenigstens für 
diejenigeng Bildpaare, deren zugehörige Kongruenzen sich nur in zwei Strahlen schneiden, 
Eineindeutigkeit durch die Festsetzung erzielen, daß P', P' den von T=YV verschiedenen 
Raumstrabl darstellen soll. 


Haben die Scharen (7) und (V) zwei verschiedene Strahlen 7; =YVı, und T, = V; 
gemein, so sind deren Koordinaten zwei verschiedene lL,ösungssysteme der Gleichungen 
”(P)=0. TD ist alco vom Range vier. Ist P', P" so gewählt, daß die zugehörigen 
Kongruenzen nur zwei Strahlen gemeinsam haben, so müssen diese Strahlen 71 =Vı 
und 7%, — VW, sein. Es gibt also Bildpaare, die überhaupt keine nicht -singulären 
Raumstrahlen darstellen. Dieser Typus sei im folgenden von der Betrachtung aus- 
geschlossen. 


2. Verwenden wir zur Darstellung des %, und des in ihm enthaltenen Gebildes /, 
drei Bildelemente, so müssen diese, ähnlich wie bei den Abbildungen des ersten Kapitels, 


!) Vergl. Böcher; Einführung in die höhere Algebra, 1910. S. 53 ff. 
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aus Dimensionsgründen noch einer einschränkenden Bedingung genügen. Die Abbildung 
werde durch die neun Gleichungen 


SP=P, IP=P', WP— P" 

vermittelt, wobei &, U und ®W wieder Hauptmatrizen seien. Ist ein Bildtripel P, P', P’ 
gegeben, so erhält man neun Gleichungen 

L(S&,,P)=eP%, LU,P)=oP,", L®B,,P)=rP," 

.—=1,2,3 

für die neun Unbekannten P;, o, 6 und 7. Dieses System hat nur dann eine Lösung, 
wenn die Koeffizientendeterminante null ist. Das liefert eine Bedingungsgleichung 
für die Bilder, die in bezug auf jedes der Systeme Px'” linear und homogen, also von 
der Form 


3 
Na, y pP) Pı Be ze \) 

u. | 
ist. Bei beliebie gewähltem ?, P'" muß daher i. a. P" aus einem wohlbestimmten Gebilde 
erster Stufe (P’), in unserem Fall einem Strahlenbüschel, gewählt werden, damit das Bild- 
tripel überhaupt einen Punkt im Z#, darstellt. 

3 

Die Koeffizienten A, — au, P} P,’ der linearen Bedingungsgleichung für die P” 
\, 1 

sind Unterdeterminanten achter Ordnung der Kuveflizientenmatrix des Gleichungssystems. 
Sind sie nicht sämtlich null und ist P” aus dem zulässigen Gebilde (P) gewählt worden, 
so gibt es nur einen Originalpunkt P im 7,. Durchläuft P die zulässige Mannigfaltig- 
keit (P'), so beschreibt der jedesmal zugeordnete Punkt P, wie man aus dem Gleichungs- 
system erkennt, eine Gerade des A,. Diese schneidet, falls sie nicht ganz auf L liegt, 
I, in zwei Punkten ?;, und P;,, denen in (P”) die Elemente P," und Pr’ entsprechen 
mögen. Wollen wir also, daß das Bildtripel einen Punkt auf /, also ein Element des 
Strahlenraumes darstellt, und haben wir P, P bereits beliebig gewählt, so haben wir für 
P'" nur noch die Wahl zwischen zwei Bildern P," und Pır . 


Sind die A, — 0, so braucht /”" keiner Bedingungsgleichung zu genügen, damit das 
Bildtripel einen Punkt im AR, darstellt. Ist dann die Koeffizientenmatrix für jedes P’-System 
vom Range 8, so stellt das Bildtripel stets nur einen Punkt im A, dar. Nimmt P” bei 
festoehaltenem P,P’ alle lagen im Bildfeld an, so erfüllt die Gesamtheit der Original- 
punkte eine Ebene des #,. Diese schneidet Z wieder in einem Gebilde zweiten Grades, 
das in der Ausdrucksweise der Strahlengeometrie — eine Regelschar bedeutet. P” 
ist also, damit das Bildtripel auch eindeutig einen /-Punkt darstellt, aus der Gesamtheit 
der W-Bilder jener Regelscharstrablen zu wählen, d.h. aus der Strahlenschar einer Kurve 
zweiter Klasse. 

Ist der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als acht, so entspricht jedem Bild- 
tripel eine mehrdimensionale Punktmannigfaltigkeit im Z;, also auch im allgemeinen meh- 
rere /-Punkte. Eine durch drei projizierende Scharen hergestellte Abbildung des Strahlen- 
raumes ist daher ebenfalls nicht immer eineindeutig, wie auch das Beispiel dreier Zentral- 
projektionen zeigt. 

Sind die Matrizen ©, 1, W, also die projizierenden Regelscharen gegeben, so kann 
man nun zwar, wie aus dem Bisherigen folgt, das einem Paar P', P" zugeordnete Gebiet 
(P’) bestimmen. Damit ist indessen das Problem keineswegs erschöpft. Denn man wird 
bemüht sein müssen, allein in der Ebene, also ohne Zuhilfenahme der projizieren- 
den Scharen zu arbeiten. Bei Konstruktionsaufgaben hat man nur das Zeichenfeld z 
‚ur Verfügung, und man muß die Abbildungsmittel durch gewisse Fundamentalele- 
mente in 7 ersetzen; diese Fundamentalelemente zu ermitteln und mit ihrer Hilfe die 
projektiven Raumaufgaben im Bildgebiet zu lösen, ist die Aufgabe der Untersuchungen, die sich 
an diese allgemeine Betrachtung anschließen sollen '). Eine rein analytische Behandlung der 
Methoden der darstellenden Geometrie, wie sie Eckhart skizziert, erscheint mir aus den an- 
gegebenen Gründen auch so wenig fruchtbar. In der Praxis sind eben bei Lösung rein 
projektiver Aufgaben die Abbildungsgleichungen in den seltensten Fällen bekannt und auch 
nicht erforderlich. 644 


';, Der zweite Teil der Arbeit erscheint im nächsten Heft dieser Zeitschrift. 
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Über scheinbare Korrelationen und ihr Auftreten in der 
physiologischen Statistik. 


Von E. J. GUMBEL in Heidelberg. 


1. Funktionelle und scheinbare Korrelation. Der Korrelationskoeifizient » gibt 
ein Maß des Zusammenhangs zwischen zwei Variablen im Sinne der Wahrscheinlichkeits- 
theorie. Bezeichnet man die beiden Variablen mit X und Y, ihre Abweichungen vom 
arithmetischen Mittel mit «© bzw. y, so ist der Korrelationskoeffizient » (X, Y) definiert durch 
- ey 
r(X,Y) 


sr 
a x? 


.&y 

Gehören zu großen Werten der einen Variablen lauter „roße bzw. kleine Werte 
der andern, so lauten die Grenzwerte für den Koeffizienten + 1 bzw. — I. Im Falle 
der Zusammenhangslosigkeit ist der Koeffizient ex definitione gleich Null. 

Sind die korrelierten Variablen selbst wieder Funktionen von anderen, »alten« 
Variablen, so soll im folgenden von einem funktionellen Koeffizienten gesprochen werden. 
Auch von ibm gilt, daß im Fall der Zusammenhangslosiekeit der Korrelationskoeffizient 
Null ist. Falls die sämtlichen alten Variablen untereinander unkorreliert sind, wird der 
funktionelle Koeffizient ebenfalls gleich Null sein. 

Diese Sätze gelten nur unter der Voraussetzung, daß keine der alten Variablen 
gleichzeitig in den beiden »neuen« korrelierten Variablen vorkommt. Kommt jedoch min- 
destens eine der alten Variablen in den beiden neuen gleichzeitig vor, so soll diese 
Koeffizient als funktioneller Koeffizient mit Wiederholung von Variablen bezeichnet werden. 
In diesem Fall ist, wenn die sämtlichen alten Variablen unkorreliert sind, der funktionelle 
Koeffizient nicht Null, aus dem einfachen Grund, weil neben den unkorrelierten Variablen 
zwei korrelierte, nämlich identische Variable auftreten. Die Verknüpfung der unkorre- 
lierten alten Variablen in den neuen kann sogar, um ein extremes Beispiel za wählen, 
derart sein, daß die neuen einen Korrelationskoeffizienten gleich Eins aufweisen, wenn 
nämlich die beiden neuen Variablen identisch oder einander reziprok sind. 

Hat man also zwei solche neue Variablen beobachtet und die Korrelation 
zwischen ihnen numerisch berechnet, so stellen diese Koeffizienten noch kein genügendes 
Maß des Zusammenhangs dar. Man muß vielmehr beachten, daß hierin eine »scheinbare 
Korrelation« enthalten ist, welche rein formal durch die funktionelle Verbindung der 
beiden alten in den neuen Variablen eingeführt wurde. Als scheinbare Korrelation 
definieren wir die in einem funktionellen Korrelationskoeffizienten mit Wiederholung von 
Variablen enthaltene Korrelation, welche bestehen bleibt, wenn die sämtlichen »alten 
Variablen als unkorreliert angesehen werden. Bei einem funktionellen Koeffizienten 
ohne Wiederholung von Variablen ist diese scheinbare Korrelation gleich Null, d.h. sie 
existiert nicht. Zur Berechnung. der scheinbaren Korrelation muß der funktionelle 
Koeffizient durch die in ihm enthaltenen ursprünglichen Korrelationen zwischen den 
alten Variablen und die mittleren Fehler dieser Größen ausgedrückt werden. Der Wert, 
der übrig bleibt, wenn diese Koeffizienten sämtlich gleich Null gesetzt werden, ist dann 
die scheinbare Korrelation. 

Im folgenden soll die physiologisch interessante scheinbare Korrelation berechnet 
werden, welche entsteht, wenn eine Variable X, mit einem Produkt und mit einer Summe 
von v ((—=1,2,i,n) mit den Exponenten k, versehenenen Variablen X, korreliert wird. 
Die Variable X, wird im folgenden die ausgezeichnete Variable genannt. Die Kxponenten X. 
werden als die Gewichte bezeichnet. Der funktionelle Koeifizient wird im folgenden mit 
o, die scheinbare Korrelation mit v0 bezeichnet. 

Ist das Gewicht der ausgezeichneten Variablen gleich null, worunter auch zu ver 
stehen ist, daß diese mit keiner anderen Variablen identisch ist, so liegt eine funktionelle 
Korrelation ohne Wiederholung von Variablen vor. Ist dagegen das Gewicht der aus 
gezeichneten Variablen nicht gleich null oder die ausgezeichnete Variable mit einer anderen 
identisch, so haben wir eine funktionelle Korrelation mit Wiederholung von Variablen. 

Es sollen nun die funktionellen Korrelationskoeffizienten 


oe (X; 11 X”) und o(X,2 X») 


durch die ursprünglichen Korrelationen r,, zwischen den mit den Indices # und A ver- 
sehenen Variablen und durch die Schwankungen bzw. mittleren Fehler dieser Variablen 
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auszedrückt werden. Unter der Schwankung v, wird dabei der mittlere Fehler «, dividiert 
durch das arithmetische Mittel M, der Variablen X, verstanden. 


2. Die Schwankung der Summe und des Produkts von Variablen. Zunächst 


N 1 e 

. . \ r . Zi , „K . 4 
werden wir die Schwankungen der neuen Variablen //X,’ und I»X,’ auf die Schwan- 

1 1 

kungen v, der alten Variablen X, zurückführen. Die Schwankungen der beiden neuen 
Variablen sollen mit I (/IX und V (IX, bezeichnet werden. Zu ihrer Berechnung 
brauchen wir den Mittelwert WU, und den mittleren Fehler 6, von //X,’ bezw. den Mittel- 
wert DW; und den mittleren Fehler 6, von ZX,’. 

Man habe die n Variablen X, X3, X, ... Xn, bilde einen Ausdruck f(X\,, X, Xn), 
bezeichne die Glieder in der T'av'orentwicklung dieser Funktion mit /, fs, I,,,f,,. dann 
ist unter der Annahme, daß die mathematischen Erwartungen der dritten und höheren 
Potenzen der Fehler gegenüber dem Mittelwert verschwinden, nach Üzuber!) der Mittel- 
wert \: dieser Funktion gegeben durch 

Merry" +2 rar: 2 2 ee ll) 
wobei die erste Summe von | bis ıı, die zweite über alle untereinander verschiedenen 
Werte von x und / zu nehmen ist. 


Für die neue Variable //X’ ist 
P} 


} k K,lk, 1 e Kık) 
— IIM.’; y % y= & u zur: 
/ / „7, / M,“ / / My) f ) 
also wird Er ierrheuntl 


Nach den Formeln von Uzuber ergibt sich ferner auf Grund der gleichen An- 
nahme für den mittleren Fehler 6° der Variablen f(X,, X», Xı) 


6 2 7,° u, —+ ? 2 fi Pia ib ru ne . (3). 
Daher \W ird 0,87 = II M’ »> hi y.* + 4 B =; IK) x ©) "y) Pr 
also gilt für die Schwankung von /IX,’ 
any 2 2 2 N 
r . \ _ IN ‚ug, 2 _ k, k , Cu. VYı Try) 
V’(IIX'-) - rc 
? | + u 2 k,, (h l ® y T 2 l V k) UV, V Ty / s 


Die Schwankung eines Produktes läßt sich also auf die Schwankungen der ein- 
zelnen Variablen zurückführen. Da nun die Schwankungen bei Variablen von verschiedenen 
Größenordnungen im allgemeinen von der gleichen Größenordnung sind, hat die Größen- 
ordnung der verschiedenen Variablen auf die Schwankung ihres Produktes keinen Einfluß. 

Sind speziell sämtliche Gewichte A, gleich 1, so ergibt sich die Schwankung eines 
Produktes von n Variablen aus 

ET ER WS AR 1.5.1. 2 > 
Il + IZv.vira)) 

Im allgemeinen sind die Schwankungen v, maximal von der Größenordnung 10 vH. 
\lan wird daher besonders bei mäßigen Korrelationen und einer geringen Zahl von Variablen 
die Summe im Nenner gegenüber dem Faktor 1 vernachlässigen können. Sind bei ge- 
ringen Schwankungen und bei geringer Zahl von Variablen die sämtlichen Korrelationen 
gleich I, so gilt POL r, 


Die Schwankung eines Produktes von vollständig kKorrelierten Variablen ist. angenähert 
gleich der Summe der Schwankungen der einzelnen Variablen. Die Schwankung der 
ten Potenz einer Variablen ist also gleich der n-fachen Schwankung dieser Variablen. 
Die Schwankung eines Produktes von vollständig korrelierten Variablen nimmt propoıtional 
mit der Zahl der Variablen zu. 
Sind dagegen die sämtlichen Korrelationen gleich 0, so wird 
v?(IIX,) = 2v,°. 

Das (Wuadrat der Schwankung eines Produktes von unkorrelierten Variablen ist gleich der 
Summe der (Juadrate der Schwankungen dieser Variablen. Die Schwankung eines Produktes 
von unkorrelierten Variablen, deren Schwankungen von derselben Größenordnung sind, nimmt 
also nur mit der Wurzel aus der Zahl der Faktoren zu. Hieraus ergibt sich z.B. die 
in der Anthropometrie bekannte große Schwankung des Schädelinhaltes. Denn dieser ist 


ı) ] (zuber. Statistische Forschunesmethoden. S. 150 und 151. L. W. Seidel, Wien 1921. 
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als ein Produkt von entsprechend gewählter Schädellänge, -breite und -höhe aufzufassen 
und hat daher eine etwas größere Schwankung als jeder dieser voneinander ziemlich 
unabhängigen Größen 
Ist andererseits k = —n, k,= 1 und alle anderen (Gewichte gleich Null, so gilt 
für die Schwankung des so entstehenden Quotienten X, X, 
? 1 E 


( X9 n”" vı“ + va nv, vo 
v’l——) 
\ 7: 


1 + N H + l)v,“ nvı 72T, 


Also gilt für kleine n und kleine Schwankungen in erster Näherung 


n Xo \ 77 [7} [7] » 
l | —=n"vy,” + vr‘ znvı var a Se EZ ., 
\ 


Für positive n nimmt die Schwankung des Quotienten mit wachsender Korrelation ab, für 
negative zu. Im Fall der vollständigen Korrelation zwischen X, und X, wird 


X - 
v | —ntvı v,; je nachdem ei, 


Genau entsprechend wie (4) ergibt sich auch die Schwankung einer Summe. 
Hier ist 


/ | 2 
— 2 M, R = 'R = k: M { 2 g# Re Il l M . - '£ ’ = () . ° \ 7) 
also wird nach (1) 
ale SM’ +" ök,(k,— ı) M; 1,2? 
ei Y *) 2 2 " | h, | 
und nach (3 6,° = K,’ MM, n?+-22k,khı M, 4, WM TR), 
also gilt für die Schwankung einer Summe 
u Sk?M ’v’+22k KM" M’vvr, 
v’(2%,’) — ee 
IM’+Naik(k —ı)M vv] 


Hier treten also im Gegensatz zu (4) neben den Schwankungen auch die Mittel- 
werte selbst auf. | 

Sind speziell sämtliche Gewichte gleich I, so gilt für die Schwankung einer 
Summe u Eat, 

v’(2X,) zo Ba  ; ; ? 

Die Schwankung einer Summe führt also nicht auf die Schwankungen der Summanden, . 
sondern auf deren mittlere Fehler. Diese sind aber für verschieden große Variable ver- 
schieden. Hier kommt es also im Gegensatz zum Produkt auf die Größenordnung der 
einzelnen Variablen an. Existiert z. B. eine Variable, welche so groß ist, daß dem Quadrat 
ihres Mittelwerts gegenüber die anderen Quadrate vernachlässigt werden dürfen, so wird 
man eine ähnliche Vernachlässigung auch für die mittleren Fehler annehmen dürfen, und 
man hätte, wenn diese ausgezeichnete Variable mit dem Index : bezeichnet wird 


viax,)=nv, 
d.h. die Schwankung der Summe wäre gleich der Schwankung dieser ausgezeichneten 


Variablen. Sind sämtliche Korrelationen gleich I, so wird 


2 u, 2 v, M, 


Fa 
ER TIEFE Ti 

d.h. die Schwankung einer Summe von vollständig korrelierten Variablen ist gleich dem 
mit den arithmetischen Mitteln der einzelnen. Variablen als Gewichten berechneten arith- 
metischen Mittel aus den einzelnen Schwankungen. Die Schwankung einer Summe ist 
also wieder von der (sıößenordnung der Schwankung eines der Faktoren. Für die 
Schwankung spielt es also keine große Rolle, ob man eine Länge insgesamt oder nur eine 
Teillänge mißt, wenn Ganzes und Teil hochkorreliert sind. Sind die sämtlichen Variablen 
identisch, so ist die Schwankung des n-fachen Wertes einer Variablen gleich der Schwan- 
kung dieser Variablen. Sind dagegen sämtliche Variablen unkorreliert, so ist 


> u 


V’(IX)= 
Mm) 


Sind außerdem sämtliche Schwankungen angenähert gleich, so wird angenähert 


vu“ 2 M? 


» V?’(IXN)— 


Nm: 
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Sind ferner sämtliche Mittelwerte untereinander gleich, so wird 
FREIE. 
N 
Die Schwankung einer Summe von N unkorrelierten Variablen von derselben Größen- 
ordnung nimmt also mit der Wurzel dieser Anzahl ab. Die Schwankung einer Summe 
verhält sich also ganz anders als die Schwankung eines Produktes. 


3. Die scheinbare Korrelation zwischen einer Variablen und einem 
Produkt von Variablen. Wir kehren nunmehr zum Problem der Berechnung der 
Korrelation zwischen einer ausgezeichneten Variablen X, und einem Produkt IIX" bzw. 
einer Summe F\,’ zurück. Dieses Problem ist in einer früheren Arbeit!) bereits für 
einen allgemeineren Fall gelöst. 


Bildet man aus den n-Variabeln X,, X», ... Au zwei Funktionen Z= f(Xı,X3,... Xn) 
und Zı — y (Xı, X, ... An), so ist der Korrelationskoeffizient zwischen Z und Z, unter der 


Annahme, daß die mathematischen Erwartungen der dritten und höheren Potenzen der 
Fehler zegenüber ihren Mittelwerten verschwinden, auf Grund der Definition dieses Koef- 


2 


fizienten und der Formeln (1) und (3 


IE N u i 
Zu ’R | zum tr; fh +N 9 


r ’ ’ V 
0 (Z, Zı 


Yyr3 2 y N » ; V 2 2 D . 
u] ! 4 HA r 0 u“ + dad 7 
u + PRREFTIEET ey +22 um? 


’ } a, 


Darin bedeuten /, und g, die Glieder in der Taylorentwicklung von Z und Zı. 


In den beiden vorliegenden Fällen ist nun Z=X,, daber ist „=1; ,—=0 für v Fi, also 
wird uf +Nuf,r 
Vf’u?+22 .Nn a, 7, 
Diese Formel erlaubt aus der Kenntnis der Natur der Funktion f(X,, X2,...Xn) 


und den numerischen Werten der ursprünglichen Korrelationen den Wert der Korrelation 
zwischen der ausgezeichneten Variablen X, und der Funktion /(Xı, X2,... An) zu be- 
rechnen. Die mittleren Fehler der Variablen müssen bei der Berechnung der ursprüng- 
lichen Korrelationen sowieso berechnet werden. Die Formel spart also eine Menge 
numerischer Arbeit. Sie kann andrerseits auch zur Kontrolle für bereits vorliegende 
kechnungen dienen. Die in ihr auftretenden Fehler sind gering. Vernachlässigungen 
der (Wuadrate und höheren Potenzen der Fehler gegenüber den Mittelwerten sind all- 
gemein üblich. 

Ist die neue Variable Z homogen in bezug auf sämtliche alte Variablen X, und 
sind diese alle von derselben Größenordnung, d. h. ihre Mittelwerte angenähert gleich, 
so sind alle /, einander gleich und die Korrelation wird angenähert 


u 4 Yu r 


M Kr 
Vzeu2 22u u r 


/ 4.) 


Dies gilt unabhängig davon, welches die Beziehung der neuen Variablen Z zu den 
alten X, ist, 

Sind andererseits nur sämtliche mittleren Fehler von derselben Größenordnung, 
was möglich ist, wenn sämtliche Variablen von derselben Größenordnung sind, so wird 
ancenähert £+Ntr, 


Vir’+22:r,AHrı 


Ist die neue Variable 7 homogen in bezug auf sämtliche alten Variabeln X, und 
alle Mittelwerte angenähert gleich, und sind außerdem sämtliche mittleren Fehler von 
der gleichen Größenordnung, so gilt unabhängig davon, welche Form Z hat, angenähert 


1 + 2 rı 


0(X,Z)= 
Vn+2:r 
Sind endlich sämtliche Korrelationen zwischen den alten Variablen X, gleich + 1, 


so wird auch die Korrelation o (AL, Z) gleich +1. 
Der Fall, daß sämtliche Korrelationen zwischen den alten Variablen gleichzeitig 
gleich I sind, ist unmöglich, da z. B. die negativ vollkommene Korrelation der aus- 
! Ueber die bei Funktionen von Variablen auftretende Korrelation«, Zeitschrift für anzewandte 


Mathematik und Mechanik, Bd. 3. H. 5. S. 396—39N, 
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gezeichneten Variablen mit allen anderen Variablen eine positiv vollkommene Korrelation 
dieser anderen Variablen untereinander bedingt. Sind aber unter den bei ın alten 


nn —1 


Variablen auftretenden Korrelationskoeffizienten die sämtlichen n ı Korrelationen 


der ausgezeichneten Variablen mit den anderen Variabeln gleich — I, was die Höchst- 
n—1) m — 2) 

2 
Koeffizienten gleich + 1. Dann wird, wenn die neue Variable Z homogen in bezug auf 
alle alten Variablen und alle Mittelwerte und mittleren Fehler von der gleichen Größen- 
ordnung sind, in der eben abgeleiteten Formel 


zahl der negativ vollkommenen Koeffizienten bedeutet, so sind die übrigen 


Ir l ee N 
n—1)m—2 
und Zr = —ı+1H+ 
>) 
——,n— nm - )=1(n?— 5n-+4). 
Daher wi wi u 
er wird o(X,Z) — er 


Vı®—an+a 
weil die Wurzel als mittlerer Fehler stets positiv sein muß. 


Dabei kommt es wiederum auf die Form von f nicht an. Im Fall n = 2 wird, 
wenn die beiden Variablen mit 1 und 2 bezeichnet werden, bei vollkommen negativer 
Korrelation u fı — ua fa 


a 
Vu: N’ + u na? — 2 fı fawı ug 
= EI 
je nachdem fı 1 a‘ Aa. 


Mit diesem exceptionellen Fall werden wir uns im folgenden noch zu beschäftigen haben. 
Die in diesen funktionellen Koeffizienten mit Wiederholung von Variablen ent- 
haltene scheinbare Korrelation beträgt im allgemeinen Fall entsprechend (10) 
uf, 
oo(A.,Z) re Kama ie ah: ie Sr 


o “ 


| rn? 


Ist f homogen in bezug auf sämtliche Variable X, und sind sämliche mittlere 

Fehler von derselben Größenordnung, so ist angenähert | 
00 (X, , Z)= . : i } j . . En (12), 
Yı 

d.h. die scheinbare Korrelation fällt umgekehrt proportional mit der Wurzel aus der Zahl 
der Variablen. Dies ist verständlich: Je mehr Variable vorkommen, desto geringer ist 
der Einfluß der ausgezeichneten Variablen. Interessant ist, daß es dabei auf die Form der 
Funktion f garnicht ankommt. Der Wert der scheinbaren Korrelation läßt sich nun weder 
aus dem numerischen Wert des Koeffizienten o (X,,Z) noch aus den ursprünglichen 
Beobachtungen, sondern nur mit Hilfe der Formel (11) berechnen. Hierin beruht der 
Wert unserer Ableitnng. 

Speziell ergibt sich für die Korrelation einer ausgezeichneten \Variabeln A, mit 


einem Produkt //X,’, wenn man die Werte (2) in (10) einsetzt 


k k 

u ‚sr2 u —y 

FIN 
Bu . M M 
o(X,IIX)= 
rn *, k,k 
\ f?2 MM, = -2 f’ 2 Be> Di u_ M, T,, 
M? U 
V Y. ! 


Führt man wiederum die Schwankungen v, ein, so wird 


. Ä \ v, k, ' z v, k. Try 

0(X,I1x") = 13). 
Vv 2.3 DS i r || 

\Yv, K,, +22v,v,k,k, ur 


Da die mittleren Fehler in dieser Formel überhaupt nicht auftreten, spielt bei dieser 
funktionellen Korrelation die absolute Größe der ursprünglichen Variablen keine Rolle. Sind 
sämtliche ursprünglichen Korrelationen gleich 0, so beträgt die übrig bleibende scheinbare 
Korrelation v, k, 

iX, 0X’)= 


(14). 


5 „37,2 
VEv, h, 
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Sind sämtliche Gewichte gleich 1, so ist die Korrelation zwischen eine 
gezeichneten Variablen X, und einem Produkt /IX, 
. 

2 + 2 v Y 


LV 


o(X,,IIX)= 


x “ % 
-_ V rev, v, Tr 


y+ 


Sind sämtliche Schwankungen von derselben Größenordnung und sind säntli« 
Gewichte einander gleich, so ist angenähert 


En t | + 
o (X,,IIX,): 


nn 
= Tr 


Vı+ 2 Zr, 

Sind sämtliche ursprünglichen Koeffizienten positiv, so ist auch der funktione| 
Koeffizient zwischen einer ausgezeichneten Variablen und einem Produkt von Variah): 
positiv. Sind sämtliche ursprünglichen Koeffizienten gleich 1, so ist auch dieser funktione) 
Koeffizient gleich 1. 

Ist das Gewicht der ausgezeichneten Variablen gleich 0 und sind alle ander 
Gewichte einander gleich, so wird die Korrelation zwischen einer Variablen und ein 
Produkt, in dem diese Variable nicht vorkommt 


Lu (X. ‚I X = h) 
V = ® “, 2 > ® ® r 
wobei die Summen über alle Werte von v mit Ausnahme von ı zu nehmen sind. 
Im Spezialfall ı = — n; un =1; k,=0; » + 1,2 wird 


(X Ay ) v3 VI NV Tıı = 
” Aı “ r s = i ” | A 
“ n - - = 

X Vn? V Be -. v,“ . 7 U vo Y \ 


1 + 
i 


Dieser Korrelationskoeffizient hängt also nur von den drei Korrelationskoeffiziente 
rı2, 71, 72; und den beiden Schwankungen v, und v;, nicht aber von der Schwankung v ı 
Sind die sämtlichen Korrelationen zwischen den alten Variablen gleich null, worunter au 
zu verstehen ist, daß X, mit keiner der beiden anderen Variablen identisch ist, so ist au 
dieser funktionelle Koeffizient gleich null. Für n—=0 ist natürlich e (N, X)=n;.. Fi 

X9 .. . 

.) nach — r,,, für wachsende negative nach 
A] 

Aus (15) ergeben sich zwei funktionelle Koeffizienten mit Wiederholung vo 
Variablen als Spezialfälle. Setzt man nämlich X; = X,, so wird nn; =1 und rn; = 
Daher wird, wenn 7,3 = r gesetzt wird, 


. X3 UT 7 v| 
Q (N, > ) ° ö . = z , (16 
I. x ,* ) 


VYn’v“ +w — 2ntıvoyr 


wachsende positive n strebt o (X, 


Je größer n, desto mehr nähert sich dieser funktionelle Koeffizient dem Werte -| 
je größer — n dem absoluten Betrag nach, desto mehr nähert er sich dem Werte + 
Dem liegt natürlich zugrunde, daß die Korrelation zwischen X, und X} bei positivem 
gleich I, bei negativem n —+1 ist und daß dieser Einfluß mit wachsendem n de 
Einfluß der Korrelation zwischen X, und X, überkompensiert. 

Die zu den Grenzwerten r=-+-|, bzw. r—= — 1 gehörigen Werte des funktionell 


Leiai > „ Xg DE 
Koeffizienten o (N, ergeben sich aus der Bedingung, daß das Vorzeichen der Wuurz« 
A] 


die ja ein mittlerer Fehler ist, stets positiv sein muß nach folgender Tabelle: 


X 
e (A. )= 1 
. X" 





Ja 
En 
ee. 
- Di 
vr. 85 
— 
— 








r=+ |] n 0 oder n>0 und wo>vn n >00 und w<reın 
y == | n<0 und w<be n n-0 oder n<(_0 und w>ı 
Der seitliche Kopf der Tabelle enthält die beiden Grenzwerte von r, der »beit 


die zugehörigen Grenzwerte des funktionellen Koeffizienten, die Tabellenhäuser die 1er?! 
notwendigen und hinpreichenden Bedingungen. Man sieht, daß das Vorzeichen des un“ 
tionellen Koeffizienten keineswegs mit dem Vorzeichen des in ihm enthaltenen ursy üng 
lichen Koeffizienten übereinstimmt. 

Setzt man andererseits in (15) X = X3;, so wird y;—= I und r3 = r. 


—— 
er TEEN EEE ELLE ERLERNTE TERN 
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Daher wird > Ag vv — nvır 2 
e(&%, ——.)= r Ba a  ı ; ; 
x V "vu? +w — 2nvıver 


Je größer n, desto mehr nähert sich dieser funktionelle Koeffizient dem Wert — r, je 
größer — n dem absoluten Betrag nach, desto mehr nähert er sich dem Wert +, weil in 
beiden Fällen der Wert von X," den Wert des mit ihm verbundenen Faktors X, überwiegt. 


Die zu den Grenzwerten r— + 1 gehörigen Werte des funktionellen Koeffizienten 
ergeben sich nach folgender Tabelle, die wie die erste zu lesen ist. 


0 ( \9, 2) = 1 0 ( \9, , = 1 


r— +1 n —= O0 oder n >o0 und v2 .nvı 7 0 und v2 “ n dr 











s——L1 | no oder N“ (0) und vn > In| vy n 0 und v2 ° n, vı 


Man sieht, daß das Vorzeichen des funktionellen Koeffizienten keineswegs mit dem 
Vorzeichen des in ihm enthaltenen Koeffizienten übereinstimmt. 


Die zu diesen funktionellen Korrelationen mit Wiederholung von Variablen 


ge- 
hörenden scheinbaren Korrelationen betragen 
_ Yo — Uın 
se lXı, 2)= | Es 6 mh  } ı 
X Vn? vı + 
und > v9 
eo (X, 2) El A es (19). 
X} Vn? vı? + vo? 
Die scheinbare Korrelation (18) ist positiv für n=—1 und negativ für n "+1. 
Bei n— 0 ist sie natürlich gleich 0. Sie geht wie die funktionelle Korrelation (16) mit 
wachsendem » nach —1 und mit fallendem » nach +1. Bei endlichem » ist sie stets 


kleiner als 1, wie es auch sein muß. Das negative Vorzeichen bei positivem n liegt 
wieder an demselben Umstand, wie oben bei den funktionellen Korrelationskoeffizienten 
selbst. Die scheinbare Korrelation (19) ist stets positiv. Bei n — 0 ist sie 1, da sie hier 
eine Korrelation zwischen identischen Variablen darstellt. Mit dem absoluten Betrag nach 
wachsenden » gelıt sie geren 0. | 


4. Die scheinbare Korrelation zwischen einer Variablen und einer Summe 


von Variablen. Bei der Korrelation zwischen einer ausgezeichneten Variablen X, und 
. Y k . . ” r / = . f a . 
einer Summe IX,’ ergibt sich, wenn man die Werte (7) in (10) einsetzt, 
1. \ k 

RE 0 A, k M, ’ 1 +2 u,T,, k. M,, i 

e(,<X)= } 9] f k | 

| Ik?u?’m'v "+2 Sc Khuu Mr’ M,' r 

Ty y V. / V. A 


’ 14 4 


führt man hierin wieder die Schwankungen ein, so wird 


\ k 
kvM:+Nkvr, M,’ 
M ( V, 5 e* ') Ben L t L ’ ’ ’ 
K,<X, 


(20). 


% / ’ 


NT 63 I, : } k 
Vs k.,” v,” HM ’+2 Ik, k „Btrim'r, 


Setzt man sämtliche ursprünglichen Koeffizienten gleich 0, so beträgt die übrig- 
bleibende scheinbare Korrelation 


a x ı k, v M, ı / , 
od (X, — N ) _— . . r o ° . . . (21). 


’ 


Sind sämtliche Gewichte gleich 1 
gezeichneten Variablen und einer Summe 


‚ so ist die Korrelation zwischen einer aus- 


TEE 5 7 Me Bi. U a. . 


VEu?+28u ut, T 


u Su Fa T 

Die Formel ist im Gegensatz zu den obigen Formeln (13) bis (19) exakt, weil 
hier in der Taylorentwicklung die zweiten und höheren Differentialquotienten verschwinden. 
Ferner treten hier im Gegensatz zu oben nicht die Schwankungen, sondern die mittleren 
Fehler selbst auf. Die Größenordnung der Variablen spielt also hier eine Rolle. Sind 
2. B. die sämtlichen Variablen von derselben Größenordnung, so können auch sämtliche 


26* 
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mittleren Fehler gleich sein und man hätte, wenn die sämtlichen Gewichte einander gleich 
sind, genau wie oben beim Produkt 
o(K,Z2XN,)— 


1 Irv ud : 

—o(X, ITIX,). 

Yn +2 Erıı 

Sind sämtliche ursprünglichen Koeffizienten positiv, so ist auch der funktionelle 
Koeffizient (20) positiv. Sind sämtliche ursprünglichen Korrelationen gleich 1, so ist die 
Korrelation zwischen einer ausgezeichneten Variablen und einer Summe von vollständig 
korrelierten Variablen selbst gleich 1. 

Die scheinbare Korrelation zwischen einer ausgezeichneten \ariablen und einer 
Summe von Variablen beträgt 


iR: 5X.) be el "2, 


S 


u MN 


ist also stets positiv. Je größer die ausgezeichnete Variable gegenüber den anderen 
Variablen ist, desto größer ist diese scheinbare Korrelation. Verschwinden ihr gegenüber 
die anderen Variablen, so geht die scheinbare Korrelation gegen Eins. Ist dagegen das 
(sewicht der ausgezeichneten Variablen Null und alle anderen Gewichte gleich Eins, so wird 
die Korrelation zwischen einer Variablen und einer Summe, in der diese Variable nicht 
vorkommt Nur 
o(A,,2X,) = 


7 
V>u?+ 2 Zum 


Ly 


y) 


wobei die Summen über alle Werte von v mit Ausnahme des Wertes ’ zu nehmen sind. 


5. Anwendung auf ein physiologisches Problem. Die Berechnung von schein- 
baren funktionellen Korrelationskoeffizienten hat eine Bedeutung für die Physiologie. 

Es sei Z die Körperlänge, @ eine fiktive Körperquerschnittsfläche, definiert durch 
die Forderung, daß 7, mal X mal der Dichte des Körpers gleich dem Körpergewicht ist. 
Der Einfachheit halber wird vorausgesetzt, daß die Körperdichte konstant sei. Dann 
interessiert die Physiologie der korrelative Zusammenhang zwischen Z und der neuen 


Variablen * und der ähnlich gebaute Zusammenhang zwischen Q und Sn Setzt man 
77 [ 


T. A, und = X, und alle anderen A, 0, so ergibt sich der Koeffizient e(L, -) 


’ 2. ( ei 3 ’ 
aus (16) und der Koeffizient e(@, ,.) aus (17), die in beiden enthaltenen scheinbaren 


Korrelationen aus (18) bzw. (19). 

Speziell bekommt man aus (16) für n gleich | die Korrelation zwischen Körper- 
länge und dem Gewicht, für n—= 0 den gewöhnlichen Korrelationskoeffizienten zwischen 
Länge und (uerschnitt. Für n= |! die Korrelation zwischen der Länge und dem 
Quotienten aus (Juersehnitt dividiert durch die Länge. 

Solehe funktionellen Koeffizienten werden aus den Beobachtungen über Körper- 
länge und Gewicht mit Hilfe der üblichen Korrelationsmethoden direkt berechnet. Z B. 
ergibt sich für das von Hrn. Kaup') untersuchte deutsche Material, daß r von der 


”. ( . .. ( 
Größenordnung 0,3, 0 (z, e ) von der Größenordnung 0, 0 | L, 2 
\ L L 


> 


) etwa gleich — 0,5, 


2 


o\L, : \ etwa gleich 0,6 ist. 

Auf Grund der Kaupschen Werte beträgt die Korrelation zwischen Länge und 
Gewicht o (7, Q:L) etwa 0,5. Voraussagungen des Gewichts aus der Länge, wie sie z. B. 
Fabio Frasetto‘) auistellt, sind also ziemlich unsicher. 

Der funktionelle Korrelationskoeffizient o (Z, 7 wird negativ sein, sobald » > > 

4 v 

Da ®»»r — v, nach Kaup von der Größenordnung 0 ist, so wird dies bereits für n>1 
zutrefien. 

Speziell ergibt sich auf Grund der Kaupschen Werte für n= 1, 2,3 eine schein- 
bare Korrelation von der Größenordnung 0,5, — 0,5, — 0,7, die in den beobachteten 
Werten enthalten ist. 


!) Korrelationskoeffizient und funktionelle Abhängigkeit von Körpermassen. Sitzungsberichte d. 
Ges. f. Morphologie u. Physiologie. München, Bd. 34, S. 39—72, 1923. 
-) Acad. dei Lincei 30, Ser, V. Rom 1922 
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Aus (17) erhält man speziell für z = — | die physiologisch interessante Korrelation 


zwischen Q und Q-ZL als 
va + vır 


e(Q,Q-L)= .—— 

} u” + vy° + 2 vı vr 

Nimmt man an, daß der Brustumfang dem fiktiven Querschnitt proportional ist, so 

läßt sich dies als die Korrelation zwischen Körpergewicht und Brustumfang auffassen. 


Dieser Ausdruck ergibt sich übrigens auch aus (16), falls man hier n= — 1 setzt und die 


Variablen Länge und Querschnitt mit einander vertauscht. Für n=0 wird o (Q, )= 1, 


rn 


da es sich hier um eine Korrelation zwischen identischen Variablen handelt. Dieser 
funktionelle Korrelationskoeffizient wird negativ sein, sobald n > nn also nach den obigen 
Größenordnungsangaben erst für angenähert n >9. Für die Hbyskilegisch interessanten 
Werte ist also die funktionelle Korrelation positiv. 

6. Anwendung auf Probleme der Schädelmessung. Zwei Spezialfälle unserer 


Probleme treten bei Schädelmessungen auf‘). Hier wird nämlich die Korrelation zwischen 


der Schädellänge ZL, Schädelbreite B und Schädelhöhe F einerseits und den aus diesen 


r h B H B 
Größen berechneten Indices “u% 


B HM L H I; B 
0 (2. . 0 (2; ) . 0 (1, - 0 (2, ) - v (8. t oAH, 
2 HH’ “ I; B B > H) L 


. a. 
gehören zur Kategorie o (X ). 


zebildet. Die so entstehenden Koeffizienten 


Die Koeffizienten 

B H L H / L\ B 
0 (z. ) : 0 (». ) : 0 (Mr ) - 0 (7. ) : 0 (», ) - 0 (m, ) 
u L B . H L “ B . H 


" R x 
gehören zur Kategorie o (x. —). 


Endlich die Koeffizienten 

B AH I, H L B 
0 (». ) - oIH, . 0 (r. ) v (1, ° m (z, ) - v0 (3, 
” I; n B vr 1 LI ie B ” H 


gehören zur Kategorie e (x. =), 
A 

Hat man also die drei Korrelationskoeffizienten und die Schwankungen der Größen 
L, B, H, so lassen sich diese Koeffizienten aus (15) bzw. (16) bzw. (17), die in den 
beobachteten Koeffizienten enthaltenen scheinbaren Korrelationen aus (18) bzw. (19) be- 
rechnen, indem man in diesen Formeln zn = 1 setzt und die dort auftretenden Variablen 
durch die hier verwendeten ersetzt. Außerdem erlauben die Formeln aus der Kenntnis 
von 6 Koeffizienten die 12 anderen zu berechnen. 

Bei den Korrelationen von Längen und Indices ist also zu beachten, ob sie gemein- 
same Faktoren haben oder nicht. Im ersten lalle existiert bei Schädelmessungen, wie 
Pearson nachgewiesen hat, eine Korrelation. Länge, Breite und Höhe haben solche 
Korrelationen, mit den Indices, in denen sie jeweils auftreten, fast keine in den 
anderen Fällen. 

Hieraus folgt ohne weiteres, daß diese nicht verschwindenden Korrelationen zum 
größten Teil nur scheinbar sind. Ist nämlich 


B B H 
e(t, =) Insnd, e(n)=0; o(B, )=°, 


so bedeutet dies nach (15), daß 
U raz3, = Vırız U rı = tVzrız vVırı3 = Uzry3. 
Da die Schwankungen » voneinander verschieden sind, ist die einzige Lösung 
dieses Gleichungssystems 
9” =[1r3 —=[rg = 0, 


was identisch mit der obigen Behauptung ist. 


I) vergl. Karl Pearson und Adelaide G. Davin, On the biometric eonstants of the human 


skull. Biometrica, Bd. 16, Nr. 3/4, 1924, 
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Auch die Korrelation einer ausgezeichneten Variablen mit einer Summe spielt bei 
Schädelmessungen eine Rolle, nämlich in der Form der Korrelation zwischen einer 
Variablen und einer zweiten, in welcher die erste enthalten ist. Die hierzu notwendigen 


Formeln ergeben sich aus (22), die hierin enthaltene scheinbare Korrelation aus (25), 
wenn hierbei 1 = 2 gesetzt wird. 


7. Zusammenfassung. Somit haben wir die Schwankung eines Produktes von 
Variablen zurückgeführt auf die Schwankungen der einzelnen Variablen (5), die Schwan- 
kung einer Summe aber auf die mittleren Fehler der einzelnen Variablen (9). Während 
die Schwankung eines Produktes von der Größenordnung der Summe der Schwankungen 





. . . . h) .. . oO 
ist, ist die Schwankung einer Summe von der Größenordnung der Schwankung einer ” 
Variablen. Ferner haben wir die Korrelation einer ausgezeichneten Variablen mit einem ’ 
Produkt (13) sowie mit einer Summe (20) und die hierin enthaltenen scheinbaren Kor- \} 





relationen (14) und (21) berechnet. Im einen Fall treten die Schwankungen, im anderen 
die mittleren Fehler auf. 


Falls jedoch die sämtlichen Variablen von der gleichen Größenordnung sind und 
die gleichen Gewichte haben, ist die scheinbare Korrelation zwischen einer ausgezeichneten 


Variablen und einem Produkt von Variablen gleich der scheinbaren Korrelation zwischen s0 
dieser ausgezeichneten Variablen und der Summe derselben Variablen. ab 

Beispiele aus der Phvsiologie und Kraniologie zeigen die Fruchtbarkeit dieser | 
Formeln. 680 


Über Interpolation. 
Von M. FEKETE in Budapest. 


N 

eben der bekannten reellen Interpolationsaufgabe für Funktionen einer reellen Ver- f 

änderlichen tritt in den Anwendungen, z. B. in der Aeromechanik bei der Berech- 

nung des Tragflächenauftriebs die folgende Fragestellung im Komplexen auf. 
Gegeben ist eine geschlossene Linie in der Ebene der komplexen Zahlen. Die Werte, 
die eine Funktion in den einzelnen Punkten dieser Kurve annimmt, sind vorgeschrieben 
und man soll sie interpolieren, d. h. in möglichst einfacher Form eine Funktion der kom- 
plexen Veränderlicben angeben, die die vorgeschriebenen Werte annimmt. Der Aufgabe 
genügt formal die Lagrangesche Interpolationsformel. Andererseits entsteht aber, wie 
bei der gewöhnlichen Interpolation, die Frage, ob, wenn die Punkte, in denen die Funk- 
tionswerte vorgeschrieben sind, dichter und dichter werden, die durch die Lagrangesche d 


Formel gelieferten Funktionen konvergieren. Mit dieser Problemstellung beschäftigen sich | 
die nachstehenden Ausführungen. | 


1. Es sei C eine stetige, doppelpunktlose geschlossene Kurve in der komplexen 


--Ebene. Man soll auf dieser Kurve für jede natürliche Zahl n eine Gruppe G,„ von 


n Punkten 2.(n) ».(n) » (n) 
| „xX2 sy eryoen 


angeben, welche folgende Eigenschaft besitzt: | 
Ist /(z) eine beliebige analytische Funktion der komplexen Variabeln 2, die im | 
Innern und auf der Kurve (€ überall regulär ist und bezeichnet ZL,,(z) das Lagrange- 
sche Interpolationspolynom, welches zur Punktgruppe G„ und zur Funktion /(z) ge- 
bört (d.h. dasjenige Polynom von höchstens (n—1)-tem Grade, welche die Gleichungen 
1, ) = fa"), ?=1l,2,...,n befriedigt), so konvergiert die Folge 
Lıy(2), La, /(2), -.„ Zn s(2), a 
in dem durch C umgrenzten abgeschlossenem Bereiche B gleichmäßig gegen /(z). 
Diese Aufgabe wurde für den Fall des Kreises von Hrn. Runge!) gelöst; er hat 
auch auf den Fall einer beliebigen Kurve hingewiesen !),. Die genaue Formulierung und 
Lösung der Aufgabe für eine beliebige Kurve wurde indessen erst von Hrn. Fej@r gegeben’). 
Ich nenne mit Hrn. Fejer eine auf C befindliche Punktgruppe 2ı, 22, ... ., 2, daselbst 
regelmäßig verteilt, wenn bei einer schlichten Abbildung des Außengebietes von C 
auf das Aeußere eines Kreises (wobei die unendlich fernen Punkte der Ebenen ein- 


(1) 


I, »Theorie und Praxis der Reihen‘, Sammlunz Schubert XXXIL S. 137. 
*, 1. Fejer, Interpolation und konforme Abbildunz (Göttinzer Nachriehten 1918, 319 bis 331). 
S, auch N. E, Nörlund, PDifferenzenrechnung. (Berlin 1924.) 8. Kap. Interpolationsreihen, S 1 S. 200 


bis 201. Vel. auch G. Szegö, Bemerkungen zu einer Arbeit von Hrn. M. Fekete, usw. (Math. Zeit- 
schrift 21 (1924), 205 bis 208). 8, insbesondere Fußnote ‘). 








' z EEE EEE 
ne 


v 


Di 











left 5 ä ' 
1926 Fekete, Ueber Interpolation 411 


„nds entsprechen) die Punkte zı, 22, . . ., 2, in die Eckpunkte eines diesem Kreise ein- 
sch jebenen regelmäßigen v-Ecks übergeführt werden; dann kann die Fej@rsche Lösung 
in fo rendem $atze formuliert werden: 

Bilden die Punkte von G,„ für jedes n eine auf der Kurve C regel- 
näß x verteilte Punktgruppe, so konvergiert die Folge (1) bei unendlich 
wac. sendem n im Innern und am Rande von ( gleichmäßig gegen f(z). 

2. Nun will ich dieser Lösung der Aufgabe der passenden Wahl von Interpolations- 
pın gruppen eine zweite zur Seite stellen, indem ich zeige, daß sich jedem nr” 2 Punkt- 


srunsen J/,, bestebend aus n Punkten der Kurve C, zuordnen lassen, welche den An- 
o) .. * ” * “ 

forderungen der ebengenannten Aufgabe ebenfalls genügen und dabei vielleicht noch ein- 
iacher, als die obigen Punktgruppen @,, insbesondere ohne Hinzuziehung der schlichten 


Abbildung charakterisiert werden können. 
Es bezeichne V(2,,2s,....,2.) die Vandermondesche Determinante der Größen 


21; 
', Zu, oder mit anderen Worten das Produkt /h"”(,—z,.) und sei 4,9, m, ..., 
ik 
.," eine Punktgruppe, gebildet aus solchen rn Punkten der Kurve (, für welche der ab- 
solute Betrag von V(2ı,23,...,2.) seinen größten Wert erreicht, falls 2, 22, ..., 2, un- 


abhängig voneinander diese Kurve durchlaufen. 

Ich behaupte: die Punktgruppe {ı, ..., (n" besitzt die eingangs gewünschten 
irenschaften der Interpolationspunktgruppen. Zum Beweise werde ich die entsprechenden 
A 


Larrangeschen Interpolationspolynome bei festem n näher betrachten. Setzt man 


(2) — (z . m) en ) ER (z (0) (n == 2,8,.. a 
und Ayz (2) 1 s ’ a 
0,0) (2) | (2% Pen \ VO) 
.—£®), (9) 5) 


so haben die fraglichen Polynome die Form 


\ / 


n 
AAÄde Er ode Ant : - : 2... (3). 


Nun können aus dieser Formel die behaupteten Eigenschaften leicht gefolgert werden, auf 
Grund der Tatsache, daß die »Grundpolynome« o,‘)(z) derInterpolation (5) überall 
auf © (folglich a fortiori innerhalb von ©) der Ungleichung 


WANDERN A AD 
sveniigen. Ist nämlich /(z) eine analytische Funktion von z, welche innerhalb und auf 
der Kurve C regulär ist, so kann sie bekanntlich ') ebenda durch eine Polynomfolge 
‚P.':)} derart approximiert werden, daß P,(z) von höchstens »-tem Grade ist und die 
Ungleichung n Fe PIE ., 5. ee 
befriedigt, wobei c eine Konstante und 0 < 9 < 1 ist. Nun ist aber offenbar für jedes n 7 2 

Anz Anf-r, + An, p, 
lund für n?>r +1 An, p,(2) = Py(e), 
iolglich besteht für n =r-+ I 
Ans) — f(z) = Pa-ı (28) — f(z) + Ans p.- (2). 
Daraus folgt, mit Hinsicht auf (4) und (5), 
“a Ans) — fe) ze"! nc9!—=(n+1)ceV" 
pr 
und somit die Richtigkeit der zu beweisenden Behauptung. 


Was nun die auch an sich bemerkenswerte Eigenschaft (4) der Grundpolynome (2) 
betriiit, beachte man einfach, daß letztere auch in der Form 


v(c w. "un Cm), 2 C m), u. [,®)) 
ve (n), Be C, e "), Ln), Cr), am C,®)) 


), vel. z.B. G. Faber, Ueber Reihenentwieklungen analytischer Funktionen (Inaug. Dissertation, 
\inhen 1902). Hr. Szezö hat mir einen Beweis folgender Tatsache mitgeteilt: Ist einmal bewiesen, 
ö 2) in einem von einer analytischen Kurve umgrenzten abgeschlossenem Bereiche durch Polynom- 
1ol ‚eliebig fein gleichmäßiz approximiert werden kann (Satz von Runge), so folgt daraus die Mög- 
it der Annäherung dureh Polynome, welche der Ungleichung (5) genügen. Auf die Idee: aus der 
imierbarkeit von f‘z) durch Polynome der genannten Art die Konvergenz des Interpolationsver- 
3) zu folgen, wurde ich durch einen Satz des Hrn. A. Haar geleitet, Vgl. seine Inaug -Diss.: 
‚eorie der orthogonalen Funktionensysteme, (Göttingen 1909). Kap. II. 5 1. Ss. 24 bis 27. 
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darstellbar sind; daß ferner nach der Definition der Punktgruppe (ı”, ..., £,”® der 
Zähler dieses Bruches dem Betrage nach < ausfallen muß, als der Nenner, sobald die 
Variable > auf C beschränkt wird. Ich habe also den Satz bewiesen: 


I. Ist C eine beliebige doppelpunktlose geschlossene Kurve der 
2-Ebene, und bezeichnet /(z) irgendeine analytische Funktion von 2, 
welche in dem von Ü umgrenzten abgeschlossenen Bereiche regulärist, 
GW, ..., &®M aber eine Punktgruppe /,, für welche V(z,2,...,2.) sein 
Maximum erreicht, wenn 2%, 2, ..., „ı unabhängig voneinander die 
Kurve € durchlaufen, so konvergieren die entsprechenden Lagrange- 
schen Interpolationspolvnome (3) innerhalb und am Rande von C gleich- 
mäßig gegen f(r). 

3. Die beiden Grundsteine des Beweises von I., namentlich die Ungleichungen (4) 
und (5) haben ihre entsprechenden Verallcemeinerungen für den Fall, wo statt einer 
Jordanschen Kurve (€ m solche voneinander getrennten Kurven Ci, Cs, ..., C„ in der 
2-Ebene vorgeschrieben und statt einer Funktion f(z) m analvtische Funktionen fı (zZ), 
f2 (2), » : :, /m(z) von z vorgegeben sind, welche letztere sich der Reihe nach in den von 
Ci, Ca, ..., C„ umgrenzten abgeschlossenen Bereichen regulär verhalten. Es führt ein 
dem oben angewandten ähnlicher Gedankengang zum folgenden allgemeineren Satze: 

II. Sei 5, &@, ..., &,® eine Punktgruppe, für welche die Vander- 
mondesche Determinante V(z,2,...,2%.) von 2, 2, -:.„ 2% das Maximum 
ihres Betrages erreicht, falls >, 2, ,„2„ unabhängig voneinander sämt- 


liche Punkte von m gegebenen, doppelpunktlosen und geschlossenen, 
voneinander getrennten Kurven Ci, (C, ..., C„ durchlaufen Bezeichne 
Anfufa.../„(%) dasjenige Polynom von höchstens (n— 1)-tem Grade, welches 
im Punkte [”%) den Wert f({”®) besitzt, falls [/”) ein Punkt der Kurve (, 
ist. Hierbei bedeute f;(z) eine analytische Funktion von :, die in dem 
von Ü;, umgrenzten abgeschlossenen Bereiche B, regulär ist. Dann kon- 
vergieren die Interpolationspolvnome An, ff. Im?) für n>x» in jedem der 


Bereiche B, gleichmäßig, und zwar im Bereiche B, gegen die Funktion f;(2). 

4. Nun möchte ich zum Satze I zwei ergänzende Bemerkungen machen. Erstens 
erwähne ich, daß die Punktgruppe @,„, welche durch Hrn. Fej@r betrachtet wird und die 
obigen Punktgruppen /, eventuell auch zusammenfallen können. Das ist z. B. daon der 
Fall, wenn C ein Kreis ist. Die Punkte der fraglichen Punktgruppen liegen dann in den 
Eckpunkten eines diesem Kreise eingeschriebenen regelmäßigen n-Eckes!). 

Meine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Tatsache, daß Satz I auch ohne 
Berufung auf die Ungleichurg (5), durch nochmalige Ausnutzung der Eigenschaften, die 
der Punktgruppe 5”, ..., {,'” nach ihrer Definition zukommen, bewiesen werden kann, 
übrigens auf einem Wege, welcher selbst die Ungleichung (5) wiedergibt. Dieser Weg 
war eben, auf dem ich zuerst den Satz I erhielt. Ich stützte mich dabei auf einen Hilfs- 
satz von selbständigem Interesse, der mit der Anwendung eines von mir auch für all- 
gemeine Punktmengen definierten Begriffes, namentlich des Begriffes des zu einer Kurve 
gehörigen »transfiniten Durchmessers« ?) in folgender Form formuliert werden kann: 

Es sei j eine gegebene Jordansche Kurve und J eine zweite, ganz 
beliebige Jordansche Kurve, welehe j umschließt. Dann kann man zu J 
ein positives &==8(J) finden, sodaß jede Jordansche Kurve K, die die 
Kurve j enthält und deren transfiniter Durchmesser den der Kurve j um 
weniger als € übertrifft, notwendigerweise in das von jJ und J umgrenzte 
Ringgebiet fallen muß. 

Aus diesem leicht beweisbaren Hilfssatze erhalte ich den Satz I einfach so: 

Da nach Voraussetzung die Funktion /(z) auch auf C regulär ist, so kann diese 
Kurve durch eine analytische Kurve K derart umschlossen werden, daß /(z) sich im 
Innern und auf der Kurve X regulär verhält. Dann läßt sich aber das zu der Punkt- 
gruppe /', und zu /(z) gehörige Lagrangesche Interpolationspolynom A„,;(z) auf Grund 
der allgemeinen Cauchy-Hermiteschen Formel in der Form 


f(£ Dn(z . 
An se) = — d. e (i uns > -)al j ° ö i R : ‚ (6) 


2 Mı —2 (),„ 
“ 


Vel. a.a.0, SS. 413, ° S.3»55 (eine Bemerkung von Hrn. Pölya). 
M. Fekete, Ueber die Verteilung der Wurzeln usw. (Math. Zeitschrift 17 (1925), S. 225—249). 
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darstellen, wubei die Integration nach { entlang der Kurve X in positiver Richtung zu 
vollführen ist und z irgendeine Stelle innerhalb X, w„(z) das Polynom 


(= m)... (2 5.) 
bedeuten. Bezeichnet nun M,„ das Maximum von w,„(z) auf C, so bilden die durch die 
Gleichung n 
0, (2) = (VM,„ + 6)" 
definierten Lemniskaten A, eine solche Schar von Jordanschen Kurven, die sämtlich die 


Kurve C in ihren Innern enthalten und deren transfiniter Durchmesser (— VM, + ö) für 
n > N(6) denselben von C um weniger als 2‘ übertreffen, da doch, wie ich anderswo !) 


gezeigt habe, V M, für n >» gegen den transfiniten Durchmesser von C strebt. 
Nach dem obigen Hilfssatze sind also sämtliche Lemniskaten A, für genügend 
kleines ö von einem gewissen n an im Innern von KÄ gelegen, folglich ist für solche n 


n 


Min |o,(Q))>(IM.+d” . . 2 2 2 2 220. (7) 


wenn {[ die Punkte von X durchläuft. 
Aus (6) und (7) folgt, daß 


EEE Als sie ua thre MR 


d 

\u,+6 

ausfällt, wenn z auf die Kurve C beschränkt wird; hierbei bedeutet M das Maximum von 

f(z) auf K, /, die Länge dieser Kurve, d aber die kleinste Entfernung der Punkte der 
Kurve K von C. ’ 

V m. 


Aus (8) folgt der Satz I unmittelbar, da doch —  "— für n> © gegen einen 


Van. +6 
positiven Wert zustrebt, der <1 ist. 

5. Schließlich möchte ich noch erwähnen, daß die Wahl einer Punktgruppe /,, als 
Interpolationspunktgruppe auch im Falle von Bedeutung ist, wo C’ sich auf ein reelles Inter- 
vall (a,b) reduziert und man eine reelle Funktion f(x) einer reellen Veränderlichen & 
betrachtet, die im Intervalle (a,b) eine stetige Ableitung besitzt, welche daselbst der Lip- 


schitzschen Bedingung (a1) — (a) <A icı — a genügt. 
Dann kann man nämlich die Funktion /(x) durch eine Polynomfolge !P,(x)} derart 
approximieren, daß P,.(x&) von höchstens n tem Grade ist und die Ungleichung 


Max f(x) — P,(&) < const. 
a<x<b ” 


. (9) 
befriedigt ‘.. Verknüpft man diese Tatsache mit der auch im jetzt betrachteten Falle 
gültigen Ungleichung (4), so ergibt sich folgender Satz: 


III. Ist f(x) eine beliebige reelle Funktion des reellen x, deren Ab- 
leitung im Intervalle (a,b) der Lipschitzschen Bedingung genügt und be- 
zeichnet &®, 5"), ..., &® eine Punktgruppe /,, für welche V(x1,%,:..,%&n) 
sein Maximum erreicht, wenn &%ı, %, -:-„ &. unabhängig voneinander die 
Punkte des Intervalls (a,b) durchlaufen, so konvergieren die ent- 
sprechenden Interpolationspolynome in diesem Intervalle gleichmäßig 


gegen f(x). 


Ist speziell a = —1, b=-+1, so sind die Größen &®, ..., &,% die Nullstellen 
des Polyooms Q.(&), welches aus der (n— i)-ten Kugelfunktion P,-ı (x) durch Integration 
nach der Formel 1 


An (ae) - [P.- dx 


x 





hervorgeht). 625 

I) M. Fekete, Ueber den absoluten Betrag von Polynomen usw. (Erscheint demnächst in der 
Math. Zeitschrift) —  D. Jackson, Ueber die Genauigkeit der Annäherung stetirer Funktionen usw. 
Göttinger Diss., 1911, S 23. — °) I. Scehur, Ueber die Verteilung der Wurzeln usw. (Math. Zeit- 


$s 1. Ein Satz von Stieltjes, S. 377—380. 
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Zur Theorie des Druckversuchs. Bei den 
bisherigen Arbeiten. welche den Einfluß der 
Kkeibung beim Druckversuch nach der Elasti- 
zıtatstheorie behandeln, wird angenommen, daß 
nur der Umfang der Endfläche keine Quer- 
verschiebung erfährt, während doch zur ein- 
deuligen Bestimmung der Spannungen eine 
über die ganze Druckfläche sich erstreckende 
Bedingung erforderlich ist In der hier atıs 
zugsweise wiedergegebenen Arbeit, wofür ich 
die Anrezuung Herrn Professor v. Kärmän 
verdanke, werden folgende Annahmen gemacht 

I. Die Druckplatten sind gegenüber dem 
P’robekörper als vollkommen starr anzusehen; 
die Endflächen des Probekörpers bleiben also 
eben. 

2. Die Reibung ist so groß, daß die Quer- 
dehnung ın der Druckfläche überall vollständig 
verhindert wird 

>». Das Problem wird, um eine strenge Lö- 
sung zu geben, als zweidimensionales mit Hilfe 
\ırvscher Spannungsfunktionen behandelt 

.s zeigt sich, daß die Ecken singuläre Stellen 
sind Diese Singularität muß also zunächst 
bestimmt werden, und zwar geschieht dies 
mittels einer Spannungsfunktion von der Form 


F = r"[A (cos np — cos (n — 2) g) 
n ) . N . \1] f 
+ B(sinnp + (sinn —2)p)] (1), 
2 n 
die für 9=0, an der freien Begrenzung, 
)F 
I 0, 0, also auh » =0, veoe—=0 
og 
liefert Die beiden Randbedingungen an der 


Druckfläche liefern zwei homogene Gleichun- 
ven für A und B. und durch Nullsetzen der 
Nennerdeterminante erhält man die Gleichung 


il; _ IT 
m® (n ?n—3sin’n- 
7 


- 


. o T / 
+ im (' + sin“n ") —4=0 (2), 
welche den Exponenten n unter Zugrunde- 
leyung der ebenen Formänderung als Funktion 


| 
der Poıssonschen Konstante bestimmt 
7 


n nımmt nur die Werte zwischen 1.5 und 2 

an Weiterhin erhält man für den erforder- 

lichen Reibungskoelfizienlten in der Druckfläche 
N an m(3—n)—2 


ut — = ten . 
> ‘ ‘ 
0% - 2 mn — 2 


womit ın Verbindung mit (2) u ebenfalls als 
"unkltion von m gegeben ist. Man findet für 


m—= 2 :u= 0,5, 
m 4 :u = 0,25, 
m = nn —h0,. 
Die Spannungen selbst werden in der Ecke 
unendlich wie r"-2; z.B. für m=2 wie 
r-0 #2 für m v4 wie r=\a. Das Integral 


über die Spannungen in einem endlichen Be- 
reich, der die Ecke enthält, bleibt endlich. In 





der Ecke müssen bleibende Formänderungen 
eintreten, die aber auf einen sehr kleinen 
Teil des Körpers beschränkt sind 

Aus den Versuchen von Franz Nehl 
(Dissertation Aachen 1925, Seite 29) kann 
man entnehmen, daß beim Stauchversuch mit 
Flußeisen diese bleibenden Deformationen der 
Ecke in der Tat eintreten, bevor im übrigen 
die Elastizitätsgrenze erreicht wird 

Die maximale Schubspannung für konstante 
r tritt auf einem Strahl auf, der unter dem 
Winkel 9, gegen die freie Begrenzung geneigt 
ist; man findet für 9, die Gleichung 

2 AB 

A?(2 -—— B?n' 
so daß man 9, als Funktion von m bestimmen 
kann. Für m 2 ist @9 x 45°, für m | 
Po v21° (m X; 9 0 Nach der 
Mohrschen Theorie würde dieser Strahl den 
Ort der größten Beanspruchung darstellen. 

Die Lösung für die Ecke ermöglicht es, 
den Spannungszustand für einen begrenzten 
Körper zu ermitteln. Wir denken uns die der 
Gleichung (1) entsprechenden Spannungszu- 
stände überlagert, indem wir die Punkte 0, 0°, 
17.2.7... 88 .... in Abb. 1 als Ecken au- 
sehen. Die so durch Superposition entstehende 
Spannungsverteilung erfüllt offenbar die Rand- 
bedingungen an der Druckfläche innerhalb 
der Strecke 0—0’, daß die Fläche eben bleibt 
und die Querverschiebung null ist. Außerdem 
sieht man, daß an den senkrechten Grenzen 
des Mittelstreifens durch O0 und 0’ keine Schub- 
spannungen entstehen 


tg2n = 














Abb. 1. 


Die Schwierigkeit, daß man durch Ueber- 
lagerung der unendlich vielen Funktionen un- 
endlich große Spannungen 6, und o, erhält, 
beseitigt man dadurch, daß man noch die 


[e #] 
gleichförmigen Zugspannungen o,—=c X k"? und 
kı=1 


o,=(m—1)-.c B A"? überlagert. Durch diese 
ka] 

werden die Randbedingungen ebenfalls nicht 

geändert. Man erhält so für die Spannungen 

konvergente Reihen nach Potenzen von x und 


— | 


\ 


nn 


e. 
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| seitlichen Ränder sind indessen noch 
Dicht annungsfrei: es bleiben Zugspannungen 
- ig, wie in Abb.1 angegeben. Diese 
k indessen durch Ueberlagerung von be- 
regulären Lösungen für den unend- 
ch. treifen unschwer beseitigt werden, wo- 
ä an zu der gesuchten Lösung gelangt. 
\ ien so berechneten vollständigen Span- 
nunae folgen die in Abb. 2 gezeichneten Linien 


onst., die eine Zone geringerer Bean- 
1 ng von annähernd dreieckigem Quer- 
1 an der Druckfläche und einen zweiten 





Ber seringerer Beanspruchung in der Nähe 
» I[rmien Randes erkennen lassen. Dazwischen 
liest cine Zone größter Bruch- (Fließ-) Gefahr. 
SER 
IN Endfläche 
r in = 
0,70 R 
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Abb. 3 zeigt den Verlauf der Druckpannung o, 
in Schnitten parallel der Endfläche Da in der 
Entfernung der O,6fachen Breite von der End- 
fläche der Zustand gleichmäßiger Druckspan- 
nung praktisch erreicht ist, lassen sich mit 
hinreichender Genauigkeit die Spannungen für 
endliche Längen bis zu den 0,6fachen der 
Breite herab leicht berechnen. Abb.2 zeigt die 
Linien Tmax konst. für V"b=06 
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Abh. 3. 


Ueber die Abhängigkeit der Bruch- bezw 
Fließ-Grenze von der Höhe des Probekörpers 
kann man folgendes sagen: die Elastizitäts- 
grenze wird an den Ecken streng genommen 
schon bei beliebig geringer Last überschritten 
Man kann indessen annehmen, daß das Fließen 
praktisch erst einsetzt, wenn die Elastizitäts- 
srenze längs der ganzen Zone geringsten Wider- 
standes (in Abb. 2 gestrichelt gezeichnet) über- 
schritten wird. In dem Beispiel /b — 0,6 würde 
dies eintreten, falls die Last im Verhältnis 
0,92:1 erhöht wird. Dieses Verhältnis ent- 
spricht der Größenordnung nach der beobach- 
teen Erhöhung der Fließgrenze mil abneh- 
mender Höhe. 

Wie der Uebergang vom rein elastischen 
Zustand zum Fließzustand vor sich geht, ist 
schwer zu sagen. 

Für die Ecke kann man indessen eine Lö- 
bei der ein plastischer Teil an 
der seitlichen Begrenzung und ein elastischer 
Teil an der Druckfläche unter einem be- 
stimmten Winkel $ (vom seitlichen Rande an 
verechnet) aneinander stoßen und an der 
Druckfläche wieder dieselben Randbedingungen 
wie vorher gelten. Der plastische Teil wird 
nach Art der Prandtlschen Lösung für die 
stumpfe Schneide zusammengesetzt. Ist B der 
Winkel, unter dem die Mohrsche Grenzgrade 
im 0oTt-Koordinatensystem gegen die o-Achse 
geneigt ist, so erhält man für & die Gleichung 


Te 5) 
r- —— u +ß 
1 (9 Fr" u 3 


—, 1—(1—sinfß)e 
sin? AL 









also für 











416 Kleine Mitteilungen 


Der Strahl mil der Neivunge 9 sollte den 
nicht flheßenden Bereich abgrenzen Die Ver- 
suchsergebnisse reichen leider nicht aus, um 
die lebereinstimmung prüfen zu können. 

Die ausführlichen Rechnungen sollen in mei- 
ner demnächst erscheinenden Aachener Disser- 
tation mitgeteilt werden 
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Massenausnutzung in rotierenden 
Schwungkörpern. Benutzt man einen axen- 
symmetrischen Rotationskörper als Energie 
speicher, so kann die Frage nach dem gering 
sten Massenverbrauceh zur Erzielung einer vor 
veschriebenen  Nutzleistung gestellt werden 

s soll gezeigt werden, daß ein Körper, 
der nach der Gleichung von Stodola 
7 y,c-r?/2p? entworlen wird. diese Bedingung 
erfullt In Abb. 1 ıst ein beliebiger Rotlatıons 
körper gezeichnet, der das vorgeschriebene 
Schwungmoment 5 besitzen möge (123 Die 
hurve seiner reduzierten Tangentialspannung 
red) verläuft etwa ın der gezeichneten Weise 
Il Wird diese Spannungskurve gerade ge- 
streckt (I III). dann stellt sich die log. Kontur 
nach der obigen Gleichung ein. die aus dem 
körper 123) ein Stück abtrennt (schraff 
Damit aber die Stodolasche Form, die für 
EIN Ya x gilt, auch für ein endliches Schei- 
benstück erhalten bleibt. ist der elastische 
\nschluß an: der Randfläche,. d. h. dıe Rand- 
bedingung O+, red O1, red herbeizuführen. Dies 
velingt bekanntlich durch Anfügen eines ab- 
schließenden Kranzes, der verschiedene For- 
men annehmen kann, wofern nur die Bedin- 
sung des elastischen Gleichgewichtes erfüllt 


Ist Das abvetrennte Stück /schraffiert). sein 
(ewichi sei: 6’. kann dazu benutzt werden. 
den Kranz zu bilden Bei dieser räumlichen 


Verschiebung tritt eine Aufwertung der Massen 
ein. die mit einer Gewichtsverminderung in 
.ınem verläuft 
\lan bilde die Gleichung 
Schwungmoment des abgetrennten Teiles 
Schwungmoment des Kranzes 
Jedes Massenelement Am wird im Verhält- 


NIS = leichter. woraus sich der Gewiıchtsge- 
rg? 
winn in jedem Fall integrierbar ergıbt 
Wird die Stodolasche Scheibe mit un- 
endliceher radialer Hrstreekung als Energie- 
speicher eingeführt, dann kann kein Massen- 
element mehr aufgewertet werden, so daß diese 
Form die beste Massenverteilung hinsichtlich 
der Schwungwirkung bietet 17% ig. 1 
“s ist zweckmäßig, zur leichteren Einsicht 
bei solehen Untersuchungen den Begriff des 
Schwungwertes einzuführen 


1E S Schwungmoment 


@G Gewieht 

wobeı hier W als Schwungmoment der Ge 
wichtseinheit aufzufassen ist. Für die © loy 
Scheibe wird 
W.=sp pP’= = > Dehnungs- 


0 m — ) 1.4320 imFall der 
( u @“ theorie 


” w* m 
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Math. und Mech. 
o höchstzulässige Zugspannung, 
u Dichte, 
0) Winkelgeschwindigkeit 


Der Schwungwert eines beliebigen Rolations- 
körpers läßt sich allgemein stets ausdrücken 
durch: We&.p?;: hier ist & ein Gestalt- 
faktor numerischen Charakters. & kann besten- 
falls den Wert 8 erreichen, der jedoch nur 
theoretisch denkbar ist. Es ist zu ersehen, 
daß die Geradstreckung der Spannungskurve 
den Ausgangspunkt für eine vorteilhafte Mas- 
senanordnung bietet: handelt es sich um 
Kranzscheiben, dann zeigt sich, daß es fur 
solche, bezw. für Rotationskörper mit endlicher 
Begrenzung überhaupt, nach der Elastiızitäts- 
theorie unmöglich ist, eine vollkommene Gerad- 
streekung zu erzielen. 

Die Differentialgleichung der Vertraglich- 
keit von &, und & in rotierenden Körpern beı 
zweidimensionaler Betrachtung des Spannungs- 
problemes 

0: d ( “) 
ur = - Pia 
m dr \ m 


r 0; 

liefert für m — — konst. wieder 6, — 06, und 
mn 

verweist auf die Stodolasche Form. Der 

Abschlußkranz wird dadurch identisch mit 


dem fehlenden Teil der log. Scheibe. 
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Jede Kranzform wird also eine in Abb.1 
gezeichnete Sp.-Kurve (Il, Ill, IV) aufweisen 
und somit einen kleineren Gestaltfaktor haben 
als 8. Eine Variation der Kranzform läßt 
sich ermöglichen, wenn man als Kranzkontur 
die Gleichung: A Br" benützt und die Bei- 
werte B.n ändert. Die Rechnungen führen da- 
bei auf algebraische Schwierigkeiten, weshalb 
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im Weiteren die Form: n=0, der zylindri- 28 [6Ke- 1] 
sche Kranz untersucht wird (Abb. 2 = = 
Ka 1 — a“ 
In Abb. 3 ist $ in Abhängigkeit von « und 
A| BD  gezeichnel, sämtliche Kurven: B konst 
in * treffen sich im Punkt & Ss. der für: r vs 
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Abb. 2. 


Die Betrachtung der »massengeometrischen 
Variationen« führten auf ein isoperimetrisches 
Problem mit zwei beweglichen Randpunkten 
Um die Einflüsse des Spannungszustandes auf 
die Massenverteilung analytisch überhaupt in 
Rechnung setzen zu können, ist es zweck- 
mäßig die zu variierende Kontur in der Zzi- 


tierten Form: A Br" anzusetzen, um durch 
ein Näherungsverfahren eventuell Verf 


v. Ritz) Extremalen des Problems zu gewin- 
nen, die dann auf ihre Eignung hinsichtlich 
der auftretenden Spannungsgrößen zu unter- 
suchen sind. Verzichtet man auf die Her- 
leitung einer optimalen Kranzkontur und be- 
schränkt man sich auf den trivialen Ansatz: 
n 0, dann erhält man die im Folgenden an- 
voegebenen Resultate: 
Das Gewicht einer in Abb. 2 »ezeichneten 
Scheibe ist ausgedrückt durch: 
S 
D-p?' 
Der Gestaltfaktor dieser Kombination befolgt 
die Gleichung: 
1 
1+r 


8 4a? Ka v 
” | 0 .Ka.aa]2 _ r 1+v' 


1,386 + a? 

1+P —. 
ka= 0,85: zn, 
1 + 0,212 a? 


PP —|2Ka(l-+a?)- 


An 


silt, wobei der Kranz vollkommen degeneriert 
erscheint und die Masse nur in der log. Scheibe 
auftritt 

L «O0 
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Von praktischer Wichtigkeit ist der Fall, 
daß ein Grenzdurchmesser D vorgeschrieben 
wird, innerhalb wessen die Masse zum ver- 
langten Schwungmoment angeordnet werden 
soll. Es läßt sich finden, daß in diesem Fall 
die Beziehungen gelten 


8070 
n = Pan 7,1, 
D 
N 16 300 | 
(G = . ei 


0-P y yw?/200 
N = Nutzleistung in PSsece für Räder aus 
Flußeisen: m 10/., Tourenabfall ın der 
Prozentziffer z. B 20 vIil 20 einsetzen 
n Drehzahl/min 

3. P=/(Ka)... Gleichung typisch für die 
Gestalt des gewählten Rades Wird 
die Form des zylindrischen Kranzes der 
Berechnung zugrundegelest, dann findet sich 
daraus eine Gewicht Drehzahlkurve: n = f{(G) 
sobald die Höchstspannung o konstant ge 
lassen wird (Abb. 4). 

Dieses Diagramm ist zu entnehmen, daß die 
Gewichte der Schwungscheiben mit zunehmen 
der Drehzahl abnehmen 

Wird n konstant gelassen, und «lie Span- 
nung o verändert, dann drückt sich ein ex- 
tremer Wert für das Gewicht aus wie 
in Abb.5 gezeigt wird. 

Man kann demnach für jede Drehzahl eine 
kritische Spannung 9% finden, womit 
das Rad zu dimensionieren ist. 

Mit zunehmender Drehzahl steigt die kriti- 
sche Spannung. Aus beiden Kurven laßt sich 
dann eine Minimalgewichtskurve ent 

























































































Ztschr. f. nz; 
418 Buchbesprechungen Math. un: Ya, 
T 
u a S*konst- Yy u -Aonst = Van Op 
S 
x 
sr 45} 
4 r 4 + 
35t | 35r x / 
.o 
S : / 
S & 
3} oS 3 S- 
S SL 
N 
2,57 25 
ee 5 
Ä SINN 
2 2 I 
. 5 RS 
x < 
R N 
75 r 75r 
Raaızans)3 4 5 6 7 3 4 5 6 7 


Abb. 4 und 5. 
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Kinhüllende aller Drehzahlkurven. Für jed: 
(‚renzdurchmesser findet sich eine besonden 
M.K. 

Wird ein Grenzdurchmesser vorgeschriebeı 
dann läßt sich nach Wahl der höchstzulässi- 
gen Spannung: 6%, eine Drehzahl genau Test 
legen, für welche das Gewicht des Schwung 
rades den niedrigsten Wert annimmt 

Z. B. Für den Grenzverladedurchmessei 
D=- 440 cm findet sich die günstigste Drehzal 
bei 9x, = 1000 at (Stahlguß) mit n — 800 i.d. \ıı 
In diesen Diagrammen ist ß überall mit 
eingesetzt worden, was aus konstruktiven Grüi 
den nicht unterschritten werden sollte. 

Qualitativ ändert sich an den Ergebnissen 
nichts, wenn die Kranzform vom Rechlecks 
Me querschnitt abweicht, es ist vielleicht zu eı 
[RAs#72e)] warten, daß sich die Minimalgewichte un 
Weniges vermindern. Von praktischer Bedeu 
tung sind aber jedenfalls nur die behandelten 
Scheiberkombinationen. 


bewicht 

















Abb. 6. 


werfen, wie Abb. 6 zeigt. Die Kurven ad 4 be- r August 1995 

Er a raz, im Augus 925. 

rühren die Minimalkurve am Ort der kriti- ” 

schen Spannung, d.h. die M.K. ist somit die Hellwig A. Schmalz H 
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(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin SW 19, Beuthstr. 7, zu bezieho' 
Dr. G. RÜCKLE und Dr.-Ing. F. LUBBER- Fernsprechverkehrs zu zeigen. Der Nachweis 


GER, Der Fernsprechverkehr als der Berechtigung der eingeschlagenen Me 
Massenerscheinung mit starken den wird durch Vergleich mit der Erfahrn: 
Schwankungen. Mit 19Abb. im Text und erbracht. 


auf einer Tafel. Verlag von Julius Springer, 


Fe EM Nach einer Darlegung der Grundgrößen € 
Berlin 1924. V-- 1508. Preis I1M. geb. 12M. 


l’ernsprechverkehrs wird auf die statistis "" 


Die vorliegende Schrift versucht zum ersten Erfassung der Verluste (Abschnitte II 
Male, die Anwendung statistischer Methoden eingegangen. Es wird eine kritische | 
auf die verwickelten technischen Aufgaben des stellung der neueren Verlusttheorien gege 
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die sich im wesentlichen auf die Poissonsche 
Verteilungsfunktion stützen. Im Abschnitt VII 
wird für die spezifische Leistung einer Ver- 
bindungsleitung eine überraschend einfache 
logarithmische Beziehung gegeben. Abschnitt 
VII bringt eine neue Ableitung des Exponen- 
lialgesetzes für die Verteilung der Gesprächs- 
längen; ebenso wird der störende Einfluß 
langer Gespräche untersucht. Im Abschnitt IX 
kommt der Fragenkomplex der Teilung und 
Zusammensetzung von  Verkehrsmengen aus- 
führlich zur Sprache. Die allgemeine Lösung 
des Teilungsproblems wird durch die relative 
Schwankung gekennzeichnet. Es wird hierauf 
in geschickten mathematischen Ansätzen und 
Entwicklungen die Erfassung der mathema- 
tischen Erwartung der Schwankungen bewirkt. 
Durch einen verallgemeinerten Bernoulli- 
schen Ansatz für die zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeiten bei wiederholten Versuchen ge- 
lingt es, die für die Verbindung und Trennung 
von Systemen grundlegenden Dispersionsver- 
hältnisse eindeutig festzulegen. Die theoreti- 
sche Berechnung des Gruppenzuschlages weist 
eine gute Uebereinstimmung. mit zahlreichen 
Messungen auf. Als Beispiel wird die Berech- 
nung eines Staffelfeldes ausgeführt. Die an- 
voevebenen Formeln und Kurven gestatten, auf 
rein rechnerischem Wege die wirtschaftlichsten 
Staffelanordnungen zu ermitteln. Es ist zu 
besrüßen, daß die Verfasser nicht unterlassen 
haben, in einem Anhang die praktische Aus- 
werltung mit dem Rechenschieber zu zeigen. 
Die in einem weiteren Anhang gemachten An- 
saben über das Schrifttum sind vollständig. 

l:s ist zu bemerken, daß nach Ansicht des 
Ref. die Schrift überhaupt erstmalig den 
Versuch unternimmt, die statistische Behand- 
lung technischer Probleme aufzuweisen. So 
wendet sie sich denn nicht nur an den engeren 
Kreis der Fernsprechtechniker und darüber 
hinausgehend an den mathematisch interessier- 
ten Ingenieur überhaupt. Die Schrift kann vor 
allem dem Wahrscheinlichkeitstheoretiker an- 
gelegentlich empfohlen werden. Er wird viele 
Anregungen schöpfen können, wenn ihm die 
Seite der Anwendung seiner Theorie nicht 
fremd ist. Es wäre sogar zu wünschen, daß 
dem rein theoretisch arbeitenden Mathematiker 
die Schrift zu dem Zweck in die Hand gegeben 
wird, um ihn auch einmal mit der theoreti- 
schen Behandlung von aus der Praxis heraus- 


gewachsenen Aufgabenstellungen bekanntzu- 
machen. Die wesentlich verschiedenen An- 


sätze dürften Anlaß zu vielseitiger Anregung 
bieten. Die klare und flüssig geschriebene Dar- 
stellung wird nicht wenig dazu beitragen, dem 
Buch zu seinem wohlverdienten Erfolg zu ver- 
helfen. Es ist zu hoffen, daß eine zweite Auf- 
lage die seit Erscheinen der ersten bekanntge- 
wordenen Verbesserungen und Verfeinerungen 
der Theorie berücksichtigen wird. 


Berlin. W. Thurow. 699 
Dr. ALFRED LOEWY, ord. Professor an 
der Universität Freiburg i. B. Versiche- 
rungsmathematik. Vierte neubearbeitete 


und durch Hinzunahme der Invalidenversiche- 











rung erweiterte Auflage Verlag von Julius 
Springer, Berlin 1904. V — 22145 Preis 
6,90 M, geb. 7,80 M. 

Das Löwysche Lehrbuch.ist aus der Samm- 
lung Göschen schon seit Jahren allgemein be- 
kannt und hat infolge seiner prägnanten Kürze 
und ausgezeichneten Darstellung verdiente Ver- 
breitung gefunden. In der neuen, vierten Aul- 
lage ist der bisherige knappe Umfang durch 
Hinzunahme der Invalidenversicherung bedeu- 
tend erweitert worden und es ist daher auch 
diese Auflage nicht in dem Format der Göschen- 
büchlein erschienen. Der erste Teil des neuen 
juches deckt sich nach Disposition und Dar- 
stellung vollständig mit der dritten Auflage 
und umfaßt die ersten 131 Seiten In den 
folgenden Seiten ist in vier Kapiteln die In- 
validenversicherung auf insgesamt 75 Seiten 
dargestellt. Die Kapitel betreffen eine Dar- 
stellung der Invalidenordnung und der Grund- 
zahlen und Grundformeln für die reine In- 
validenversicherung, die Gewinnung der Aus- 
scheidetafeln für Aktive und die Grundformeln 
für die Invaliditätsversicherung der Aktiven, 
weiter die Witwen- und Waisenversicherung 
vom Standpunkte der Sozialversicherung aus, 
und endlich die Deckungssysteme, ebenfalls 
vom Standpunkte der Sozialversicherung aus 
betrachtet. Zu diesen Kapiteln wäre zu be- 
merken, daß das bekannte Erfordernis, dab 
die Konstruktion einer Aktivitälsordnung für 
die Sozialversicherung und für die Lebensver- 
sicherung nach ganz verschiedenen Grundsätzen 
erfolgt, nicht erwähnt ist, trolzdem die In- 
validitätsversicherung als  Zusalzversicherung 
zur Leebensversicherung ausführlich behandelt 
wird. Die Darstellung der Deckungssysteme 
beschränkt sich naturgemäß bei ihrem Um- 
fange von nur 22 Seiten auf die nolwendigsten 
Andeutungen. Neu ist weiter noch das Schluß- 
kapitel, in welchem an Hand der Gothaer Er- 
fahrungen die Ausscheideordnung des  Ver- 
sichertenbestandes dargelegt und der Begriff 
der Kontributionsformel und der Dividenden- 


reserve behandelt wird. Auch dieses letztere 
Kapitel, insbesondere der zweite Teil desselben, 
ist sehr knapp bearbeitet. Es fehlen, was 


eigentlich im Rahmen dieser Auseinandersetzung 
notwendig gewesen wäre, irgendwelche Erörte- 
rungen der prinzipiellen Fragen, die sich an 
die modernen Rechnungsmethoden der Lebens 
versicherung knüpfen. Die Literalurangaben 
über die L.ebensversicherung sind aus der drit 
ten Auflage wiederholt, die L.iteraturangaben 
über die Invalidenversicherungsmalhematik be- 
treffen ausschließlich Werke der Pensionsver- 
sicherung und der Sozialversicherung ls ist 
zu hoffen, daß bei einer Neuauflage der Ver- 
fasser auch auf die Literatur der Invaliden- 
versicherungsmathematik in der »normalen« 
L.ebensversicherung Bedacht nehmen wird. Von 
den 5 beigedruckten Tafeln sind die beiden 
ersten ebenfalls aus der dritten Auflage wie- 
derholt, die folgenden drei stützen sich auf 
Grundlagen der deutschen Angestellten- und 
Sozialversicherung 
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Dr. ALFRED BERGER, Mathematiker der rungen der Risikotheorie ergeben. So ist denn 
l.ebensversicherungsgesellschaft Phönix in Wien auch den Darlegungen des zweiten Teiles als 
Die Prinzipien der Lebensversiche- erster Abschnitt eine Darstellung der Risiko- 
rungstechnik. I. Teil Die Versicherung theorie vorausgeschickt, welche von vornweg 
der normalen Risiken Verlag von Julius in allem und jedem auf die Lebensversicherung 
Springer, Berlin 1923. 2448. Preis 10,50 M. abgestellt wird. In diesem ersten Teile, ins- 
geb. 12 M 2. Teil: Risikotheorie. Rückver- besondere in den Paragraphen, welche von 
sicherung Versicherung der nicht normalen dem mittleren Risiko, von der Minimalzahl 
Risiken Invaliditätsversicherung. Verlag von der Versicherden und dem Maximum der Ver- 
Julius Springer, Berlin 1925. VII —- 274S. sicherungssumme handeln, sind mannigfache 


Ergebnisse selbständiger Forschungen des Ver- 


In dem vor etwas mehr als einem Jahre er- 
fassers wiedergegeben. 


schienenen ersten Teile wurden die grundlegen- 


den Theorien einer modernen Lebensversiche- Von dem Gesichtspunkte aus, welcher sich 
rungstechnik behandelt. Bereits an dem ersten aus dem ersten Teile ergibt, ist im zweiten 
leile konnte rühmend hervorgehoben werden, und dritten Teile die Behandlung der Rück- 
daß eine derartige allgemeine, nicht auf spe- versicherung und der Versicherung minderwer- 
” zielle Verhältnisse abgestellte Darstellung der tiger Leben vorgenommen. Insbesondere zu 
modernen Rechnungsmelthoden, insbesondere dem letzteren Abschnitte ist zu sagen, daß 
alles desjenigen, was aus den Rechnungsgrund- eine kritische und zusammenfassende Dar- 
lagen zweiter und dritter Ordnung folgt, bisher stellung der in unzähligen Abhandlungen ver- 
noch nicht vorgelegen war. In noch erhöhtem streuten Gedanken bisher vermißt worden ist. 
\laße muß diese Anerkennung dem zweiten Wie es bei dem Bestreben des Verfassers, 
Teile gezollt werden, welcher sich zur Auf- seine Ansichten scharf und unabhängig zu prä- 
gabe stelll, gewisse, hauptsächlich für die zisieren, naturgemäß ist, wird mancherlei den 
praktische Behandlung der  Lebensversiche- Widerspruch von Fachgenossen herausfordern 
rungstechnik wichtige  Spezialaufgaben er- Ich persönlich kann z. B. die Ansichten 
schöpfend zu behandeln Bergers über den Vergleich der Methode 
Meines Wissens ist, wenigstens vom mathe- der Alterserhöhung und der Methode der per- 
matischen Standpunkte aus, eine zusammen- zentuellen Erhöhung der Sterbenswahrschein 
hängende Darstellung der Theorie der Rück- lichkeiten in manchen Belangen nicht ganz 
versicherung. der Versicherung der minder- teilen. Solchen Bedenken gegenüber tritt aber 
wertigen Risiken und der Extrarisiken bis jetzt der Wert einer bisher vermißten, zusammen- 
ın keinem einzigen deutschen Lehrbuche ent- hängenden Darstellung in den Vordergrund 
halten gewesen. Die Aufgabe. die hier gestellt Die Theorie der Rückversicherung ist meines 
ist, ist gewiß nicht leicht zu lösen. Es han- Wissens in einem Lehrbuche der Lebensver- 
delt sich darum, zwischen den vielfach ohne sicherungsmathemalik bisher überhaupt nicht 
besondere technische WUeberlegungen in die behandelt worden. 
Praxis eingedrungenen Gebräuchen und Me- Natürlich ist sowohl in dem Kapitel über 
tIhoden einerseits und den technischen Er- die Versicherung minderwertiger Leben, als 
lordernissen, welche diesen Problemen zu- auch über die Behandlung der Extrarisiken 
srundeliegen,  anderseils eine Brücke zu die prinzipielle Darstellung gegenüber der tech- 
schlagen. Mit Recht hebt Berger im Vor- nischen, bezw. formelmäßigen wunverhältnis- 
worte hervor, daß manche dieser in der mäßig breiter ausgefallen. Jedes dieser beiden 
’raxis sozusagen intuitiv gelösten Aufgaben Kapitel gewinnt eben nur im Zusammenhange 
von vielen Seiten technisch deshalb für unlös- ınit dem einleitenden ersten Abschnitt wirkliche 
bar gehalten werden, weil die nötigen stlatisti- Anregung für die Beurteilung der praktischen 
schen Unterlagen nicht vorhanden oder schwer Einrichtungen der Lebensversicherungstechnik. 


unter einen Gesichtspunkt zu bringen sind 
Der Verfasser wendet sich auch mit Recht 
davueven, daß daraus der Schluß gezogen werde, 


daß darum die Behandlung dieser Aufgaben Kıei 2e| N ;e| A 
Kata Pens {reis seiner Behandlung zu ziehen und widme 
der Mithilfe des Technikers entraten kann und q 


’ ’ seine Betrachtungen lediglich der Verwendung 
verlanst das Streben, richtig und betriebsnot- ae ' > 
der Invaliditätsgrundlagen in der sogenannten 
wendig erkannte versicherungstechnische Me- 


mr 0 oroße ‚ebensversicherung. 
Ihoden auch auf diesem trebiete nicht preiszu großen Leben WERE ONE 


Im 5. Abschnitte ist die Invaliditätszusatz- 
versicherung behandelt. Berger lehnt es aus- 
drücklich ab. die Invalidenversicherung in den 








veben Daß die Volksversicherung, deren Behand- 

Der gemeinsame Gesichtspunkt, aus welchem lung ich bei Besprechung des ersten Teiles 
diese Fragen zu behandeln sind, ist ein zwei- gewünscht hatte, hier ausgeblieben ist, be- 
lacher Der eine ergibt sich aus den im oründet der Verfasser ausdrücklich damit, daß 
ersten Teile dargelegten Grundsätzen über den er gefürchtet hat, damit dem Buche einen zu 
Betrieb der Leebensversicherung selbst. Ich sroßen Umfang zu geben. Die großen, dem 
habe über diese Grundsätze in der ersten Be- Verfasser zur Verfügung stehenden L.iteratur- 
sprechung bereits eingehend referiert und kenntnisse lassen diesen Mangel sehr bedauer- 
kann mich infolgedessen diesbezüglich auf lich erscheinen. Auch in diesem Teile muß 
meinen damals wiedergegebenen Auszug  be- nämlich hervorgehoben werden, daß die L.ite- 
rufen Der zweite Gesichtspunkt sind  die- raturangabeen überaus reichhaltig sind und 
jenigen Grundsätze, die sich aus den Folge- daher von einem gewissen Gesichtspunkte aus 
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einen dem eigentlichen Texte vollständig gleich- 
werligen Inhalt des Buches darstellen. 

Mehr noch als der erste Teil kann der zweite 
leil nicht genug den Studierenden der Ver- 
sicherungsmathematlik und den in der Praxis 
tätigen - Versicherungstechnikern zur Lektüre 
empfohlen werden. Dies, wie bereits erwähnt, 
hauptsächlich aus dem Grunde, weil eine an- 
dere zusammenfassende Darstellung dieser in 
der Praxis alltäglichen Aufgaben sonst nicht 
zu finden ist. 


leber 1926. E. Fanta. 653 


Dr.-Ing. MAX MAYER, Duisburg. Die 
Sicherheit der Bauwerke und ihre Be- 
rechnung nach Grenzkräften anstatt nach zu- 
lässigen Spannungen. Verlag von Julius Sprin- 
ger, Berlin 1926. IV --668. Preis 2,70M. 

Der Verfasser verlangt in dieser Schrift, 
daß man an Stelle der üblichen Festigkeils- 
rechnung mit zulässigen Spannungen mit den 
sog. »Grenzkräften« rechnet, d.h. bei der 
Krmittlung der äußeren Kräfte und Momente 
die denkbar ungünstigsten Möglichkeiten im 
Betracht zieht, jedoch höhere Spannungswerte 
als zulässig erklärt. Die gebräuchlichen zu- 
lässigen Beanspruchungen der Materialien sind 

so wird das begründet — willkürlich ge- 
wählt und gewähren keine Anschauung über 
den Sicherheilsgrad einer Konstruktion. Hier- 
ist zu bemerken, daß gerade die kleinen Span- 
nungen anschaulich sind, da damit der aller 
Rechnung zugrunde gelegte lineare ‚Verlauf 
zwischen Spannung und Dehnung (wenigstens 
bei einigen Materialien erfüllt ist. Bei 
linearem Zusammenhang zwischen Belastung 
und Spannung ist es grundsätzlich gleich wie 
man rechnet; bei nicht linearen Beziehungen, 
z.B. bei gewissen Fällen ‘der zusammenge- 
setzten lrestiskeil und bei der Knickung rechnet 
man ja so, daß man eine Bruchlast bestimmt 
und einen Teil als zulässig ansieht. Die Wahl 
des Sicherheitsgrades ist nun allerdings ein 
praktischer Griff, aber nach dem Vorschlag 
von M. Maver steht man vor der gleichen 
Schwierigkeit, die zweckmäßigen Voraussetzun- 
sen über die Häufung der ungünstigsten Fälle 
zu finden. Von einem Vorteil dieses Verfahrens 
kann somit keine Rede sein. 


Ratzersdorfer. 677 


Dr.-Ing. H. MARCUS, Direktor der Huta 


Hoch- und Tiefbau-Akt.-Ges. Breslau. Die 
vereinfachte Berechnung biegsamer 
Platten. Mit 353 Textabbildungen. Verlag 


von Julius Springer, Berlin 1925. 9258. Preis 


5.10 M. 


Allseitis aufgelagerie rechteckige Platten wer- 
den im  Eisenbetonbau in der Regel nicht 
nach der Plattentheorie, sondern als Trägerrost 
berechnet, indem die Platte in sich recht- 
winkelig kreuzende Balken zerlegt wird. Die 
Lastanteile. die auf diese Balken entfallen, 
werden dabei mit der Bedingung bestimmt, 
daß im Plattenmittelpunkt für beide Balken- 
streifen die gleiche Durchbiegung vorhanden 
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ist. Diese Methode liefert ungünstigere Resul 
tale als die genaue Theorie In der vorliegen- 
den Schrift gibt nun H. Marcus einfache 
Näherungsformeln für die Berechnung recht- 
eckiger Platten mit verschiedenen Randbedin 
sungen an, Formeln, die den Ergebnissen der 
Theorie angepaßt sind. Die Belastung der 
Platten ist entweder gleichförmig verleilt oder 
sie besteht aus in der Mitte der Platte an- 
sreifenden Einzellasten. Ausgegangen wird wie- 
der vom Trägerrost, für den die Belastungs- 
anteile der sich kreuzenden Streifen in der 
früheren oben beschriebenen Weise ermittelt: 
werden. Die maximalen Biegungsmomente, die 
man mit diesen Lasten findet, erhalten aber 
jetzt eine Korrektur; sie werden mit einem 
Faktor multipliziert, den Marcus aus dem 
Resultat der Theorie ableitet und in guter 
Näherung als Funktion von Biegungsmomen 
ten des Trägerrostes ausdrückt. Die so ge 
wonnenen Größtiwerte der Momente sollen für 
einen Bereich von etwa .der Hälfte jedes 
Streifens der Dimensionierung unterlegt wer 
den. Die bequem anwendbaren Formeln sind 
in den amtlichen Eisenbetonbestimmungen zur 
Berechnung empfohlen. 

Ratzersdorfer. v76 


Dr. h. e. CARL LEISS, Berlin-Steglitz. Die 
modernen optischen Meßinstrumente 
des Kristallographen und Petrogra- 
phen. Ihre Beschreibung und Justierung. Mit 
28 Abb. im Text. Sonderabdruck aus Fort- 
schritte der Mineralogie, Kristallographie und 
Petrographie. 10. Bd. Verlag von Gustav Fischer, 
Jena 1925. 918. Preis brosch. 3,60 M. 

In dem vorliegenden Bändchen hat sich der 
Verfasser bei der Beschreibung der in Frage 
kommenden Instrumente (I. Goniomelter, IH. 
Achsenwinkelapparate nach E. A. Wülfing, 
III. Refraktometer zur Bestimmung fester und 
flüssiger Körper, IV. Mikroskope, V. Monochro- 
maloren) auf das beschränkt, was dem Kri- 
stallographen und Petrographen an wirklich 
neueren opti: chen instrumentellen Hilfsmitteln 
zur Verfügung steht. Sein Zweck ist, die prak- 
tischen Erfahrungen einer langjährigen Be- 
schäftigung mit den Prüfungs- und  Justier- 
methoden dieser Instrumente der jüngeren Ge- 
neration zugänglich zu machen. 


Berlin. . (.l. v. Simson. 686 


FELIX KLEIN, Elementarmathematik 


vom höheren Standpunkte aus. Dritte 


Auflage. Erster Band. Arithmetik, Algebra, 
Analvsis.  Ausgearbeitet von E. Hellinger. 


Für den Druck fertig gemacht und mit Zu- 
sätzen versehen von Fr. Seyfarth. Mit 125 
Abb. 3d. XIV der Grundlehren der mathema- 
tischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen 
mit besonderer Berücksichtigung der Anwen- 
dungsgebiete. Verlag von Julius Springer, Ber- 
lin 1924. VII -- 321. 

Durch die Veröffentlichung, deren erster Teil 
hier vorliegt, werden in dankenswerter Weise 
die beiden 1908 als autographierte Vorlesungs- 
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Hlemen- 
larmalthemalik« sowie eine weitere gleichfalls 
autographierte Vorlesung über 


helle erschienenen Vorlesungen über 


\nwendung der 
Differential- und Intesralrechnung auf Geome 
Irie«, einem breiten Leserkreise zugänglich ze- 
macht, Die drei llefte sollen drei Teile eines 
den  Gesamtltitel l.lemenlarmathemalik vom 
höheren Standpunkte aus führenden Werkes 
bilden. 

Die Idee. die den beiden ersten Teilen zu 
srunde liegt, ist am besten charakterisiert 
durch des Verfassers Worte aus dem Vorwort 
zur 1. Auflage der »Elementarmathematik«, in 
denen er sie zu seiner unmittelbar vorher 
veröffentlichten durchaus didaktisch orien- 
lierlen Aulographie malhemati- 
schen Unterricht an den höheren Schulen« in 
Beziehung setzt: \n die Uebersicht über die 
schiedenen Formen der Unterrichtsaufgabe, 
die dem Mathematiker gestellt sein kann, sol- 
len sich jetzt, allgemein zu reden, Entwick- 
lungen über den Unterrichtsstoff selbst 
schließen in denen ich bemüht bin, dem 
l.chrer oder auch dem reiferen Studenten 

Inhalt und Grundlesung der im Unterricht 
zu behandelnden Gebiete unter Bezugnahme 
auf den tatsächlichen Unterrichtsbetrieb vom 
Standpunkt der heutigen Wissenschaft in mög- 
liehst einfacher und anregender Weise über- 
zeugend darzulegen. Dieses Programm wird 
ım 4. Bande, der hier vorliegt, zunächst für 
das Gebiet der Arıthmelik, Algebra und Ana- 
Ivsis in Angriff genommen. Der erste Teil 
ıst der Darstellung des Zahlbegriffs in seiner 
stufenweisen Entwicklung gewidmet. Beson- 
ders wertvoll für den Lehrer ist ein Abschnitt 
uber die Bedeutung der Zahlentheorie im 
Schulunterricht. “in ungemein lebendiges 
/wischenslück: Ueber die moderne Entwick- 
lung und den Aufbau der Mathematik über- 
hauplx erhöht noch die Bedeutung dieses Teils. 
Nach einem Abschnitt über Algebra setzt die 
Behandlung der Analysis ein, der die größere 


Ueber den 


Ilälfte des Werkes gewidmet ist. Die elemen- 
taren Funktionen und die Elemente der In- 
linitesimalrechnung werden in stets histo- 
riısch belebter Darstellung entwickelt. An- 
hangsweise werden die Grundbegriffe der Men- 
senlehre vorgeführt. 


II. Pollaczek-Geirinsvser. 500 


Dr. phil. GEORG WOLFF, Studiendirektor 
in Jlannover. Mathematik und Malerei. 
\lıt 21 Figuren und 35 Abb. im Text und auf 
t Tafeln. Zweite verbesserte Auflage Mathe- 
matisch-Phvsikalische Bibliothek 2021. Verlag 
von B.G. Teubner, Leipzig und Berlin 1929. 
sts Preis 2M. 

Das Büchlein bildet zunächst eine Art von 
Kınführung in die Perspektive, deren Gesetze 
an Gemälden aller Zeiten bestätigt werden, 
und zwar in historischer Aufeinanderfolge nach 
dem Grundsatz: »Die Geschichte der Perspek- 
tive geht mit der Entwicklung der Malerei 
Hand in Hand Es wird dann, wieder an 
vielen Beispielen, gezeigt, wie man an einem 
vorgelesten Gemälde die  charakteristischen 








Ztschr. f. angew. 
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Klemente Augpunkt, Distanz usw. finden und 
so die Konstruktionsarbeit des Meisters auch 
rückwärts verfolgen kann. Ein letztes Kapitel 
zeigt an Idealfiguren der Portraitmalerei 
sewisse von manchen Künstlern beobachtete 
sesetzmäßige Proportionen des menschlichen 
Inörpers 


Berlin. H. Pollaecezek-Geirinver. 670 


Dr. FR. A. WILLERS, Privatdozent an der 
Technischen Hochschule Charlottenburg Ma 
thematische Instrumente. Mit 68 Fig 
Sammlung Göschen Nr. 922. Verlag von Wal- 
ter de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1926. 
144S. Preis 150M. 

Das vorliegende Bändchen bringt eine sehr 
brauchbare Beschreibung und Theorie der 
wichtigsten mathemalischen Instrumente Es 
ist besonders zu begrüßen, daß auch neuere 
Instrumente. die in den älteren Büchern, wie 
dem von Galle noch fehlen, hier Aufnahme 
oefunden haben. 


A. KISTNER, Deutsche Meister der 
Naturwissenschafl und Technik. 
Band I: Deutsche Meister der Naturwissen- 
schaft. Zweite vermehrte Auflage Verlag von 
Josef Kösel & Friedrich Pustet/’K.-G., München. 
I08 S. Preis 250 M. Sammlung Kösel, Bd. 102. 

Band Il: Deutsche Meister der Technik 
Zweite vermehrte Auflage 2128. Preis 250M. 
Sammlung Kösel, Bd. 103 

Besondere Freude werden die hübschen in- 
haltsreichen Bändchen dem bereiten. der sich 
bei ihrer Durchsicht der schönen Bilder im 
Ehrensaale des Deutschen Museums erinnern 
kann, nach denen die Auswahl der Biographien 


vetroffen ist. Aber auch unabhängig davon 
wird die lebendige Schilderung des Lebens 
und soweit dies populärwissenschaftlich 
möglich ist — der sachlichen Leistungen der 


sroßen deutschen Gelehrten manchem  will- 
kommen sein. 


Berlin. H. Pollaczek-Geiringer. 665 


ERICH HECKE, Vorlesungen über die 
Theorie der algebraischen Zahlen. 
l.eipzig 1913, Akademische Verlagsbuchhand- 
lung. VII — 266 8. Preis geh. 9M, geb. 11M. 

l.eser dieser Zeitschrift, welche sich neben 
dem Interesse für die Anwendungsgebiete oder 
für ein Anwendungsgebiet der Mathematik auch 
die Freude an dem Urtrieb der mathematischen 
Spekulation nicht haben verkümmern lassen, 
seien auf dieses Werk hingewiesen. Kommt 
doch in der Zabhlentheorie dieser Urtrieb am 
meisten zum Ausdruck, und hat es doch der 
Verfasser verstanden, in seltener Kunst der 
Darstellung und der Gedankenführung,. auf 
engem Raum dieser Königin der Mathematik, 
wie Gauß sich ausdrückte, oder um mit 
Kronecker zu reden: der einzigen von Gott 
erschaffenen Figur unter den mathematischen 
(sestalten einen ragenden Tempel zu errichten. 


Bieberbach. 658 
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Dr. EUGENIO BERTINI, o. Professor an 
der Universität in Pisa. Einführung in 
die projektive Geometrie mehrdi- 
mensionaler Räume. Mit einem Anhang 
über algebraische Kurven und ihre Singulari- 
täten. Nach der zweiten italienischen Ausgabe 
Deulsch herausgegeben von Dr. Adalbert 
Duschek, Assistent an der Technischen Hoch- 
schule in Wien. Verlag von L. W, Seidel & Sohn 
in Wien, 1924. XXXII — 471S. Geh. 22M, 
seb. 25 M. | 

Verbot der Anschauung und Entwicklung 
oder Disziplinierung der Anschauung sind die 
beiden Heilmittel gegen die Schäden, die allzu 
naive Verwendung anschaulicher Schlußmetho- 
den mit sich bringen können. Das im vor- 
liegenden Buch behandelte Gebiet zeigt beson- 
ders deutlich, daß die von Klein empfohlene 
Erziehung der Anschauung doch einen viel 
weiteren Wirkungsbereich hat, als man zu- 
nächst annehmen möchte Es handelt sich 
eben nicht bloß um eine grobe sinnliche Ver- 
anschaulichung, somdern um eine innere An- 
schauung, das lumen nalurale Descartes, 
die Intuition der heutigen Intuitionisten, die 
auch anscheinend so spröde Stoffe, wie eine 
mehrdimensionale Geometrie zu einem anschau- 
lich erfaßbaren Ganzen zu gestalten vermag, 
bei genügender gedanklicher Vertiefung in den 
Gesenstand. Das vorliegende Buch lehrt die 
tichtigkeit dieser Auffassung und zeigt, wie 
man mit einem Minimum an Rechnung unter 
konkreter anschaulicher Bedeutung eines jeden 
Schlusses den Gegenstand durchdringen kann. 
Die LUebersetzung ist vorzüglich gelungen. 


3ieberbach. 660 


GANESH PRASAD, Vorsitzender der ma- 
Ihem. Gesellsch. in Benares. Mathemati- 
sche Forschungin den letzten zwan- 
zig Jahren. Rede, gehalten am 21. Januar 
1921 vor der Mathematischen Gesellschaft Be- 
nares. Verlag von Walter de Gruyter & (Co.. 
Berlin 1923. 378. 

Die Hauptfortischritte, welche die Mathema- 
tik in den ersten 20 Jahren des zwanzigsten 
Jahrhunderts gemacht hat, liegen nach des 
Verfassers Ansicht in der Theorie der Integral- 
sleichungen, in gewissen Untersuchungen zu 
den Grundlagen der mathematischen Physik, 
in den Verallsemeinerungen des Begriffes der 
konvergenten Reihen und in der Entwicklung 
des Relativitätsprinzips. Der Verf, bespricht 
einige Arbeiten aus diesen Gebieten und hebt 
ragen hervor, die zu neuen Forschungen an- 
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regen könnten. Daneben bringt er manche 
historisch interessante und wenig bekannte 
Einzelheit, wie z. B. die Bedeutung Du Bois 
Revmonds in der Geschichte der Integral- 
gleichungen. 

Daß der Verf. den divergenten Reihen und 
den Untersuchungen über die Grundlagen der 
Physik den Vorzug gibt, beispielsweise vor den 
bahnbrechenden Forschungen auf dem Gebiete 
der reellen Funktionen und auf dem Gebiete 
der Funktionen eines komplexen Argumentes, 
wird nicht nach jedermanns Geschmack sein. So 
scheint mir z. B. die neuere Funktionentheorie 
von wesentlich größerer Bedeutung für die Ge- 
staltung der modernen Mathematik als die in 
ihrem Wert ziemlich umstrittenen malthemati- 
schen Untersuchungen, die der Verf. zu den 
Grundlagen der Phvsik anführt. Welche Blüte 
und welche Flut neuer Ideen sind im Gebiete 
der Funktionen von reellen und von komplexen 
Veränderlichen in jenen 20 Jahren erstanden und 
wie gering war andererseils der Einfluß jener 
Arbeiten über die Grundlagen der Physik auf 
diese selbst. So hätten wahrlich gerade diese 
Untersuchungen mehr als Stillschweigen ver- 
dient, auch wenn sie den Verf. genötigt hätten, 
auch dem französischen Einschlag in der mo- 
dernen Mathematik eine gewisse Aufmerksam- 
keit zu widmen. Sind es doch schließlich An- 
sätze und Gedanken, die gerade das Lebens- 
werk von Georg Cantor und Weierstraß 
naheleute. Daß Prasad die Theorie der Inte 
sralgleichungen zu den bedeutendsten Errungen 
schaften rechnet, finde ich sehr berechtigt, ver- 
misse aber unter den Wezsebereitern einer all 


semeinen Theorie Hermann Amandus 
Schwarz, der doch in seinen Untersuchungen 
über die Differentialgleichung Au--X\u 0, 


die ihm wie sein ganzes Lebenswerk aus der 
Theorie der Minimalflächen erwuchsen, zuers! 
Kigenwerte und Eigenfunktionen einer speziel- 
len Integralgleichung betrachtet hat und dies 
im Jahre 1885, also lange vor den vom Verf 
angeführten Aeßerungen von Du Bois Rey- 
mond. 

Des Weiteren finde ich es merkwürdig, daß 
der Verf. den späten Wucherungen der Hil- 
bertschen Axiomaltik auf physikalischem Ge- 
biete einen Platz gönnt, während er die Lei- 
stung der Axiomalik auf geometrischem Ge- 
biete, wo sie ihren größten Triumph gefeiert, 
und wo sie große Schule gemacht hat, mit 
Stillschweigen übergeht, Ich begnüge mich mit 
diesen Beispielen, die wohl zur Genüge zeigen, 
welch interessante Fragen die Schrift anschnei- 
det oder anregt. l.. Bieberbach. 426 


NACHRICHTEN 


Carl Runge. Am 30. August dieses Jahres 
hat Carl Runge in Göttingen seinen siebzigsten 
Geburtstag gefeiert. Mit seinem Namen ist die 
Entwicklung der angewandten Mathenfatik in 
Deutschland auf das engste verbunden; es sei 
uns deshalb gestattet, auf sein Werk mit einigen 
Worten einzugehen, 


unge ist als Sohn eines Bremes Kauf 
mannes in Havanna geboren. Seine Jugend ver- 
lebte er größtenteils in Bremen, seine Studien- 
jahre führten ihn nach München und Berlin, 
Unter dem Einfluß von Weierstraß und 
Kronecker wandte er sich zunächst rein 
mathematischen Studien zu, deren Ergebnisse 
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in einer Anzahl von Arbeiten aus dem Ge 
biete der Algebra und Funktionentheorie nieder- 
oelest sind, darunter die bekannten und für 
die Anwendungen besonders wichligen Unter- 
suchungen zur Theorie der analytischen Funk 
tionen. \ls er nach einer dreijährigen Privat 
dozentenzeil 1886 an die Technische Hochschule 
in Hannover berulen wurde, eröffnete sich ihm 
das Arbeitsfeld. auf dem er so Großes zu 
leisten berufen war Der Aufschwung der 
lechnik stellte an die Ingenieurwissenschaften 
wachsende Anforderungen und es galt, für die 
l.ösung der sich hier bietenden Probleme das 
malhemalische Werkzeug zu schaffen ls han 
delte sich um mehr als um die einfache An 
wendung mathematischer Methoden auf tech- 
nische Probleme: es handelte sich darum, diese 
Methoden den speziellen technischen Bedürf 
nissen anzupassen, um sie zum Ilandwerkszeug 
des denkenden Ingenieurs auszugeslalten ls 
ist nieht ganz leicht. sich die Größe der hier 
seleistelen Arbeit heute ganz deutlich zu 
machen, die Leistung richlig einzuschätzen, die 
dazu gehörte, alles das bis zu wirklicher Ein- 
fachheit durcehzubilden. was wir heute den In 
venieurstudenten als malhemalisches Rüstzeug 
selbstverständlich milgeben Wenn es Runge 
oelungen ist. hier die Brücke zu schlagen zwi- 
schen der Malhemalik und den technischen 
Wissenschaften, so beruht das auf zwei Eigen 
schaften, die den wahren angewandten Mathe- 
matiker ausmachen IÜrstens seinen tiefgehen 
den malhematlischen Kentnissen, die sich schon 
in seinen ersten, rein mathematischen Arbei 
ten offenbaren und die immer wieder dort 
hervortrelen, wo er später die Probleme der 
angewandten Malhematik nach ihrer prinzi 
piellen, d.h. rein-mathematischen Seite hin ver- 
folut /weitens der unermüdlichen Energie, 
mit der er seine Melhoden bis zur wirklichen 
praktischen Brauchbarkeit durchbildete, nicht 
blos bis zu dem Punkte, den der Mathematiker 
einfach nennt, sondern bis dahin, wo der 
rechnende Praktiker seine Abneigung gegen den 
malhematischen Mechanismus verliert. Um die- 
ses Ziel zu erreichen, halt Runge sich in per- 
sönlicher Zusammenarbeit mit praktisch tälı- 
sen Ingenieuren über deren Denk- und Arbeils- 
weise unlerrichlel, ein Beispiel, das wahrlich 
der Nachahmung wert ısl 

Die Ergebnisse seiner Tätigkeit als Forscher 
und Lehrer sind in einer großen Anzahl von 
Kinzelarbeiten, in den Beiträgen zur Enzyklo 
pädie und in einer Reihe von Lehrbüchern 
niedergelegt. Ferner sei seine Mitarbeit in der 
l.eitung der Zeitschrift für angewandte Mathe- 
maltik und Physik erwähnt, die er mit Mehmke 
zusammen herausgab. Dies alles im einzelnen 
zu würdigen, müssen wir uns hier versagen. 
Gleichwerlig neben Runges malhematischen 
leistungen stehen seine Arbeiten auf physikali- 
schem Gebiete, die sich hauptsächlich mit der 
Untersuchung der Serienspektren und ihrer Ge- 
selze befassen. Diese Arbeiten biden ein Teil 
des Fundamentes. auf welchem das Gebäude 
Forschung er 


der modernen physikalischen 


richtet worden ist, und haben nicht weniger 
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als seine mathematischen Arbeiten dazu bei- 
selragen, dem Namen Runges unter den Natur 
wissenschaftlern der ganzen Welt seinen Klang 
zu verleihen. 

Im Jahre 1905 wurde Runge auf Veran- 
lassung von Klein nach Göllingen berufen, wo 
er bis zu seiner Emeritierung die angewandte 
Mathematik an der Universität vertreten hal 
Im Wintersemester 1909/10 hielt er an der 
Golumbia-Universilät in New York als Aus 
lauschprofessor Vorlesungen über graphische 
\ethoden 

An Anerkennung seiner Leistungen hat es 
Runge nicht gefehlt: als höchste Anerkennung 
darf er vielleicht die Liebe und Verehrung 
seiner Freunde, seiner Fachgenossen und seiner 
Schüler schätzen, die dem Menschen ebenso gill 
wie dem Meister der Wissenschaft, und die 
an seinem Festtage aus allen Weilteilen den 
Wunsch zu ihm getragen hat, daß seine jugend- 


liche Kraft ihm noch lange Jahre erhalten 


bleiben möge Trefftz. 716 
Protokoll des zweiten Internationalen 
Kongresses für Technische Mechanik in 
Zürich. Vom 12. bis 19. September d. Js. 
fand in Zürich der zweite Internationale Kon- 
sreßB für technische Mechanik statt, der unter 
sroßer Beteiligung von Gelehrten aller Länder 
außerordentlich erfolgreich verlief, Der Ein 
ladung des Internationalen Kongreß-Komilees 
waren im ganzen 269 Personen gefolgt, die sich 
auf 20 verschiedene Länder wie folgt verteilten 
Schweiz 91, Deutschland einschl. Danzig 77. 
Frankreich 16, England 13, Holland 13, Tsche- 
choslowakei 8, Japan 8, Oesterreich 7, Italien 
6, Polen 6, Verein. Staaten 6, Belgien 3. 
Schweden 3, Rumänien 2, Griechenland 2. 
Türkei 2, Lilauen 2, Aegypten 2, Bulgarien 
Il. Norwegen 1. 


Sonnlag, den 12. Seplember abends eröffnete 
der Vorsitzende des örtlichen Komitees, Hr 
Prof. Meißner-Zürich, den Kongreß mil einer 
Ansprache im Auditorium maximum der Hoch 
schule und überbrachte zugleich die Grüße der 
schweizerischen Behörden. Der Rektor der 
Technischen Hochschule, Hr. Prof. C. Andrae. 
begrüßte die Anwesenden im Namen der Hoch- 
schule, die das Prolektorat über den Kongreß 
übernommen hatte. Montag vormiltag began- 
nen die wissenschaftlichen Vorträge, deren Ver 
zeichnis unten gegeben ist. Am Mittwoch, den 
15. September nachmittags wurden die Ver- 
handlungen zum Zwecke eines Besuches der 
Schweizerischen Erdbebenwarte im Desenried 
unterbrochen. Am Abend fand ein vom Orga- 
nisalionskomitee veranstaltetes Diner im Wald- 
haus Dolder statt, bei dem Prof. Stodola- 
Zürich die Festrede hielt, worauf im Namen 
der Kongreßleilnehmer Hr. v. Mises-Berlin 
und Ir. Jouguet-Paris antwortelen. Don- 
nerslag nachmittag empfing der Präsident dıs 
Schweizerischen Schulrats, Prof. Dr. Rohn, 
den Kongreß und wurde hierbei dureh An- 
sprachen von den Hrn. Meißner-Zürich und 
jiezeno-Delft begrüßt. worauf er in herz- 
lichen Worten erwiderte In der Schlußsitzung 
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am Freitag, den 17. September ‚nachmittags 
wurde der inzwischen vom Internationalen Ko- 
mitee gefaßte Beschluß, den nächsten Kongreß 
im Jahre 1930 auf Einladung der schwedischen 
Kollesen in Stockholm abzuhalten, mitge- 
teilt und von der Versammlung beifällig auf- 
vENOMMEn. Gleichzeitig wurde die Bildung 
eines Exekulivkomitees, das aus den Herren 
v. Kärmän- Aachen, Biezeno - Delft und 
Meißner-Zürich zusammengeselzt ist und mit 
dem  Stockholmer  Organisationskomitee den 
nächsten Kongreß vorbereiten soll, verkündet. 
Im Namen der auswärtisen Kongreßbesucher 
sprach Hr. Taylor-CGambridge den Dank an 
das Züricher Komitee aus. Auf die Schluß- 
silzung folgte dann noch ein gemeinsames 
Abendessen, zu dem die Behörden des Kan- 
lons und der Stadt Zürich die Kongreßteilneh- 
mer auf den Uetliberg eingeladen hatten. Auf 
die Begrüßung der Behörden antwortete im 
Namen der Kongreßteilnehmer Hr Hahn- 
Nancy. 

Im folgenden Verzeichnis der auf dem Kon- 
sreß gehaltenen Vorträge sind in Klammern 
die Diskussionsredner, soweit sie von den Pro- 
tokollführern verzeichnet wurden, angegeben. 
Kin ausführlicher Bericht, der den Wortlaut 
aller gehallenen Vorträge umfassen wird, er- 
scheint demnächst im Verlage von Orell Füssli, 
Züricht). 

Montag, den 13. September. 
Allgemeine Sitzung. 
Vormittags: Vorsitzender Hr. Taylor- 

Cambridge. 

Meißner-Zürich: Elastlische Oberflächen- 
Querwellen. (Diskussion: Pfeiffer-Slultgarl, 
Seidl-Berlin). 

Jouguet-Paris: La theorie thermodyna- 
mique de la propagalion des explosions. 
Burgers-Delft. 

v. Kärmän-Aachen: Ueber elastische Grenz- 
zustände.  (v. Mises-Berlin, Ilencky-Delft, 
Trefftz-Dresden, Reißner-Berlin.) 

Nachmittags: Vorsitzender Ir. Prandtl- 

Göttingen. 

Debye-Zürich: Ueber Molekularkräfte. 

Taylor-Cambridge: Distorsion of Single 
Gristals of Metals. (Sachs-Berlin.) 

Bridgman-CGambridge (U.S.A.): The Effeel 
of Hydroslatie Pressure on Properties ol 
Matter. (Fokker-Delft, Reißner, v. Käarman, 
Seidl, Sachs, Schmidt- Danzig, van den 
Broek-Michigan, Ekman-Lund.) 


Dienstag, den 14. September. 
Sektion 1. 
Vormittags: Vorsitzender Hr. Planche- 
rel- Zürich. 

Roy-Toulouse: Sur le potentiel thermo- 
dynamique inlerne des lignes <dlastiques. 
(Vorgelr. von Hrn. Jouguet-Paris.) (Plan- 
cherel-Zürich, Hamel-Berlin.) 

van den Dungen-Brüssel: Les equalions 
intlegrales A plusieurs parametres et Ja 


!) Subskriptionspreis bis 15. Oktober: 38 Schw. 
Fr. für direkte Bestellung beim Verlag. 








technique des vibrations. (Hahn-Nancv, 
v. Mises.) 

Ilencky-Delft: Ueber eine Anwendung ter- 
näarer orlhogonaler Transformationen in 
schiefwinkligen (affinen) Axensystemen auf 
die Theorie der räumlichen Elastika. 

Miche-Kairo: Le calceul pratique des pro 
blemes &lastiques A deux dimensions par la 
melhode des equations inlegrales. (Paster 
nak-Zürich, Timoschenko-Wilkinsburg, Nä- 
dai-Göllingen, Plancherel. 

Trefftz-Dresden: Ein Gegenstück zum 
Ritzschen Verfahren. (Plancherel, Biezeno 
Delft, Pfeiffer. 

Nachmiltags: Vorsitzender Hr. Timo- 
schenko- Wilkinsburg. 

Schwerin-Berin: Ueber Transversalschwin- 
gungen von Stläben veränderlichen Quer- 
schnills. 

Wolf-Wien: Gekoppellte Schwingungen elasti- 
scher Drähte bei Freileilungsanlagen. 

Seidl-Berlin: Geologische durch Zerreiß- 
vorgänge entstandene Störungszonen als 
Problem der angewandten Mechanik. 

ocx et Kampe de Feriet-Straßburg: 
IEnregistrement pholographique des pro- 
jecliles. 

Soderberg-Pitllsburg: Solulion of Mecha- 
nical Systems encounlered in Percussion 
Tools. 

König-Rugby: Ein Verfahren zur Bestim- 
mung der Schwingungszahlen profilierter 
Turbinenscheiben. 

Swyngedauw-Lille: Note sur le change 
ment des vilesses dune courroie au mo- 
ment ot elle aborde ou quitte la poulie 

Sektion Il. 
Vormittags: Vorsitzender Hr. Taylor- 

Cambridge 


Weißenberg - Berlin: Die geometrische 
Strukturtheorie der Materie. 
Ono-Fukuoka: Zum  Gleitwiderstande des 


Kristalls. (v. Käarmän, Taylor-CGambridge.) 

Schmid-Frankfurt: Zur quantitativen Be- 
schreibung der plastischen Einkristalldeh 
nung. (Sachs, Taylor, Nädai.) 

Klam-Londen: Some Properties of Metal 
Gryslals. (Taylor, Sachs, Bridgman-Cam- 
bridge, Schmid-Frankfurt.) 

Perrier et de Mandrot-Lausanne: Ela- 
sticite et symetrie du quartz aux tempera- 
tures clevees. (Fokker.) 

Sachs-Berlin: Beitrag zum Härteproblem. 
(Nädai.) 

Nachmittags: Vorsitzender Hr. Biezeno- 

Delft. 

Pöschl-Prag: Ueber strenge Lösungen aus 
der Theorie der Boygenträger. 

Signorini-Neapel: Sur la statique du 
beton arme. 

Hawranek-Brünn: Ueber Querverbindun- 
gen zweirippiger Bogen im Brückenbau. 
(Valenta-Brünn, Wagner-Bregenz, Domke- 
Aachen.) 

Maver-Mannheim: Die Knicksicherheit halb- 

offener Brücken beim Fehlen elastischer 
Querstützung. (Hawranek-Brünn, Biezeno.) 
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Beggs-Princeton: The Use of Models in 
the Solution of Indeterminate Structures 
(Jenny-Zürich, Biezeno, Honegger-Zürich 

Krebitz-Graz: Die günstigste Form sta- 
tisch unbestimmier Bogenträger. (Domke 


Sektion Ill. 

Vormittas: Vorsitzender Hr. Baes- Brüssel 

Weinstein-Rom: Sur la vitesse de l’onde 
solitaire. (Burgers, Riabouchinsky-Paris, 
l.evi-Civila-Rom.' 

tisser-Paris: Essai sur les ondes d’ecmer 
sion et d’impulsion. (Levi-Civila.) 

Barrillon-Paris: MRöle des vagues diver- 
sentes dans la resistance A la marche des 
flotteurs. (Riabouchinsky, v. Kärmän, Levi- 
(ivıla.) 

Bouligand-Poiliers: Sur le signe de la 
pression dans un liquide. (Riabouchinsky. 

Ackerel-Göltingen: Ueber  Grenzschicht- 
Absaugung. (Riabouchinsky,  Zerkowilz- 
München, v. Kärmän, Rehbock-Karlsruhe, 
v. Mises, löllinger-Berlin, Schiller-Leipzig,. 
Betz-Göllingen.) 

Nachmittags: Vorsitzender Hr. Reibner- 

Berlin 

Broszko-Warschau: Ueber lurbulente Strö- 
mung in Röhren. (Vorgetr. durch Hrn 
Iluber-Lempberg.) 

Sörensen-Karlsruhe:  Potentialströmungen 
durch rotierende Kreiselräder. (Prasil-Zuü- 
rich, Spannhake-Karlsruhe, Reißner, Kol- 
lıinger. 

Prasil-Zürich: Verschiedene Strömungser- 
scheinungen. Prandtl-Göttingen, Reißner, 
l"öllinger, Spannkake, v. Kärmaän.) 

"öltinger-Berlin: Ueber die Labilität der 
Potentialströmungen. (Betz, Levi-Civita, 
v. Kärmän, low.) 

Zeilon-Upsala Kin 
dynamisches Potentialproblem. 
Göttingen, Riabouchinsky.) 

Zeilon-Upsala: Die Berechnung des Kiel- 
wasserdruckes in der asymptotischen Wider 
standstheorie. 


allgemeines hydro- 
(Ackeret- 


Mittwoch, den 15. September. 


Allgemeine Sitzung. 
Vormittags: Vorsitzender Hr. v. Mises- 
Berlin. 

Prandtl-Göttingen: Ueber die ausgebildete 
Turbulenz. (Taylor, Riabouchinsky, Lo- 
renz-Danzig, v. Kärmän, Burgers, HFöttin- 
ger.) 

Camichel-Toulouse: La theorie des coups 
de belier. (v. Mises.) 

Jones-Cambridge: The Control of Stalled 
Aeroplanes. (Hopf-Aachen, Reißner). 


Donnerstag, den 16. September. 
Sektion |. 


Vormittags: Vorsitzender Hr. Leviı-Ci- 

vita-Rom. 

Bouligand-Poiliers: Theorie du potentiel 
Newtonien. Sur le prineipe de Picard 


Buhl-Toulouse, Plancherel 


\ 
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Buhl- Toulouse: Les origines »Stockiennes 
de la Ginematique. 

Baes-Brüssel: Mode experimental nouveau 
relatif ä Vapplication des surfaces A cour- 
bure constante ä la solution du probleme 
de la torsion des barres prismatiques. 
Paschoud-L.ausanne.) 

Kummer-Zürich: Die Anwendung der Theo- 
rie des Zufalls auf die Trennung der Lei- 
stungsmaxima mehrerer, durch gemeinsame 
Energiezufuhr bedienter  Zentralanlagen 
Levi-Civila. 

Mayor-Lausanne: Sur le calcul des sy- 
stemes articules de l’espace. (Vorgetr. von 
Hrn. Paschoud-Lausanne.) 

Baes-Brüssel: Contribution A letude des 
piliers au beton prette. 


Sektion II. 

Vormittags: Vorsitzender Hr. Beggs-Prin- 
celon. 

Probst-Karlsruhe: Untersuchungen über 
den Einfluß wiederholter Belastungen auf 
Elastizität und Festigkeit von Beton und 
Eisenbeton. (Vorgetr. von Hrn. Ros-Zürich. 

RoS und Eichinger-Zürich: Versuche zur 
Klärung der Frage der Bruchgefahr. (Sachs.) 

Föppl-Braunschweig: Die Dämpfung, die 
bei der Schwingungsbeanspruchung von 
Metallen auftritt, in Abhängigkeit von der 
Verformungsgeschwindigkeit. (Hencky.) 

Masing-Berlin: Eigenspannung und Ver- 
festigung. (Hencky, Nädai, Ono-Fukuoka.) 

Näadai-Gölttingen: Versuche über die Fließ-. 
grenze des Eisens. (Huber-Lemberg, RoS- 
Zürich.) 

Kögler-Freiberg: Neuere Versuche über 
die Verteilung des Druckes im Baugrund. 
(Schleicher-Karlsruhe, Andrae-Zürich.) 

Honegger- Zürich: Metallerosion durch 
Wasser und Dampf. (Faber-Baden, Ono, 
Schuler-Göfttingen. ) 

Nachmittags: 
l,emberyg. 
Memmiler-Berlin: Neuere experimentelle 

eiträge zur Frage der Knickfestigkeit. 

Gehler-Dresden: Die Spannungs-Dehnungs- 
Linie im plastischen Druckbereich und die 
Knickspannungslinie, 

RoS-Zürich: Knicken flußeiserner Stäbe. 
‚Gehler-Dresden, Ratzersdorfer-Breslau, Fil- 
lunger-Wien, Brunner-Zürich, Memmler- 
Berlin, Ros.) 

Fillunger-Wien: Ueber die Knickung von 
Stäben mit Schneidenlagerung. 

Platrier-Paris: Au sujet des pulsations 
ceritiques de torsion et de flexion. (Vorgetr. 
von Hrn. Jouguet-Paris.) 

Federhofer-Graz: Ueber die Einbeulung 
des gleichmäßig gedrückten Kreisrings. 

Wvß-Danzig: Die singulären Punkte in 
Kraftfeldern fester elastischer Körper. 

Sektion Ill. 

Vormittags: Vorsitzender Hr. Öseen-Upsala. 

Gamichel-Toulouse: La methode chrono- 
photographique de determination des vi- 
tesses dans les fluides, 


Vorsitzender Hr. Huber- 
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Hamel-Berlin: Ueber einen hydrodynami- 
schen Unitätssatz des Hrn. Weinstein. 

Benard-Paris: Sur les lois de la frequence 
des tourbillons alternes detaches derriere 
un obstacle. 

Benard-Paris: Sur linexaclilude experimen- 
tale pour les liquides reels des lois theo- 
riques de Kärmän relative a la stabilite 
des tourbillons alternes dans un fluide 
parfait. 

Z/aremba-Krakau: Sur une transformation 
du probleme hydrodynamique. 

Fujiwhara-Tokio: An experiment on the 
behaviour on two vortlices in water. 

Nachmittags: Vorsitzender Hr. Bursgers- 

Delft. 

Hadamard-Paris: La formation des dis- 
continuites dans les fluides. (Vorgetr. von 
Bouligand-Paris) (Poole-Oxford). 

Riabouchinsky-Paris: Sur les singula- 
rites des mouvements fluides. (Low, Be- 
nard-Paris,. Föttinger, Seidl.) 

Toussaint et CGarafoli-Paris: Contri- 
bution Aa lecoulement plan des fluides. 
(Vorgetr. von Hrn. Jouguet-Paris.) 

Brodetsky-Leeds:  Discontinuous Fluid 
Motion passed Curved Barriers. (Weinstein- 
Rom, Levi-Civita.) 

Valcovici-Temesvar: Hydrodynamische 
Diskontinuitätsflächen um krumme Platten. 
(Brodetzky-Leeds.) 

Hahn-Nancey: Methode experimentale pour 
la resolution des equations du mouvemen!t 
des fluides. 


Freitag, den 17. September. 
Sektion I. 
Vormittags: Vorsitzender Hr. Hahn-Nancy. 

Stodola-Zürich: Neuere kritische Dreh- 
zahlen an Dampfturbinen. 

Schwerin-Berlin: Ueber die Eigenfrequen- 
zen der Schaufelgruppen von Dampfturbi- 
nen. (Mever-Hamburg, lHort-Berlin.) 

Koch-Delft: Bestimmung höherer kritischer 
Drehzahlen schnell laufender Wellen. (Sto- 
dola, van den Dungen, Zerkowitz, Föppl- 
Braunschweig, Grammel-Stultgart, Biezeno, 
Hamel, Schwerin-Berlin. 

Schuler-Göltingen: BResonanzerscheinungen 
beim Schlingerlank. 

Beshin et Monfraix-Lille-Paris: Sur 
application de lVasservissement ä la sabili- 
sation des navires. (Vorgetr. von Ilrn. 
Jouguel-Paris. 


Blenk-Berlin: Gekoppelte Torsions- und 
Biegungsschwingungen von  Tragflügeln. 


Reißner, Stodola.) 


Sektion 11. 


Vormittags: Vorsitzender Hr. Pöschl- 
Prag. 
Huber-Lemberg: Biegungsprobleme eines 


durch Querrippen versleiften, orthotropen 
Plattenstreifens. (Eggenschwyler-Zürich.) 

Eichelberzg- Winterthur: Die Torsion von 
Schrumpfverbindungen. (Timoschenko,. Nä- 
dai.) 


t 


Timoschenko-Wilkinsburg: On  Stresses 


in Railway Track. (Pasternak, Reißner.) 

Timoschenko - Wilkinsburg: On Stress 
Concentration produced by Fillets and Holes. 

Pasternak-Zürich: Vereinfachte Berech- 
nung der Biegebeanspruchung in dünnwan- 
digen kreisrunden Kisenbetonbehältern. 

veißner.) 

Eggenschwyler-Zürich:  Biegungs-Schub 
und Drehbeanspruchung in unregelmäßi- 
gen Trägerquerschnitten.  (Camichel-Tou- 


louse, Reißner, Domke 


Allgemeine Sitzung. 
Nachmittags- Vorsitzender Ir. Jouguet- 
Paris. 
l,evi-Civita-Rom: Sur les chocs dans Ile 
probleme des trois corps. (Garathcodory- 
München.) 715 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Am 14. September fand in 
Zürich die Jahresversammlung unter Vorsitz 
von Hrn. Prof. Prandtl-Göttingen in An- 
wesenheit von 28 Mitgliedern statt. Nach dem 
Bericht des Geschäftsführers sind im Berichts- 
jahr bis zum Tage der Versammlung drei Mit- 
slieder durch den Tod, drei durch Austritt aus- 
geschieden; dagegen 72 neu eingetreten, so daß 
die Mitgliederzahl 261 beträgt. Zu Beginn des 
Geschäftsjahres wurde die Ortsgruppe Berlin 
errichtet, die im ganzen fünf Sitzungen abyge- 
halten hat mit Vorträgen der Herren Prof. Rü- 
denberg-, Prof. Hamel-, Prof. Gröber-, 
Prof. Reißner-Berlin und Prof. Schrödin- 
ser-Zürich. Der Rechnungsabschluß vom 1. Ok- 
tober 1925 mit einem Kassenstand von 230,40 M 
ist von den Rechnungsprüfern geprüft und im 
Jahresbericht veröffentlicht worden. Der augen- 
blickliche Kassenbestand beläuft sich auf 
342,20 M. — Der Vorsitzende gedenkt hierauf 
der im abgelaufenen Jahre verstorbenen Mit- 
slieder, der Herren G. Hessenberg und H. 
Winkel in Berlin und A. Harpf in Prag. 
Die Versammlung erteilt dem Vorstand Ent- 
lastung. Der Beitrag für das neue Geschäfts- 
jahr wird auf 2M wie bisher festgesetzt. Der 
nächste Tagungsort soll durch den Vorstandsrat 
bestimmt werden, wobei in erster Linie eine 
gemeinsame Tagung mit den Physikern ins 
Auge zu fassen ist. Der Vorstand bestehend 
aus den Herren Prandt|-Göltingen als 1. Vor- 
sitzendem, Reißner-Berlin als 2. Vorsitzendem 
und v. Mises-Berlin als Geschäftsführer wird 
für eine weitere dreijährige Amtsdauer wie- 
dergewählt. An Stelle der aus dem  wissen- 
schaftlichen Ausschuß satzungsgemäß ausschei- 
denden und nicht sofort wieder wählbaren 
Herren v. Kärmän-Aachen und Körner- 
Prag werden gewählt die Herren Biezeno- 
Delft und Grammel-Stultgart. Zu Rechnungs- 
prüfern werden bestimmt die Herren Schwe- 
rin-Berlin und Trefftz-Dresden. 


Nachtrag zu der Mitteilung »Vorlesungen 
über angewandte Mathematik im Sommerseme- 








Ztschr. f. angew. 


128 Zuschrift an den Herausgeber Math. und Mech. 
ster 1920« 1 lerr Prof. Pfeiffer an der Herr Reg. und Baurat Dr.-Ing Richard 


lechn. Hochschule ın Stuttgart liest über 
Graphische und numerische Integration ge 
wöhnlicher Differentialgleichungen 


Persönliches. Der leiter der Aerodyna- 
mischen Versuchsanstalt in Göttingen. Herr Dr 
A. Betz. 
Universität Göttingen ernannt 


wurde zum a.0. Professor an der 


I) Diese Zeitschr. Bd. 6, S. 260 ff. 


Winkel, Abteilungsvorsteher der Versuchs- 
anstalt für Wasserbau und Schiffbau in Berlin 
hat einen Ruf als o. Professor für Wasserbau 
an der Technischen Hochschule in Danzig an- 
genommen. 


Herr Dr. Harald Koschmieder, Assi- 
stent am Preußischen Melteorol. Institut in Ber- 
lin, wurde zum Direktor des Staatl. Obser- 
valorıums in Danzig ernannt. 714 


ZUSCHRIFT AN DEN HERAUSGEBER 


Zum Turbulenzproblem. Auf die im 
letzten Heft veröffentlichte Zuschrift des Herrn 
Noether erwidert Herr Prandtl das Fol- 
vende 

\uf die Erwiderung von Herrn Noether 
möchte ich antworten, daß zwar, wie ich schon 
in meiner Veröffentlichung von 1921 hervor- 
voehoben habe /{vergl. dort 8. 435). gegen das 
aus geradlinigen Stücken bestehende »geknickte 
(eschwindigkeitsprofil gewisse Bedenken be- 
stehen. daß aber, wenn man cs einmal zuläßt. 
die Tietjenssche Lösung als genaue Lösung 
für sehr große Revnoldssche Zahlen ange- 
sehen werden muß. Die Uebergangssubstitution 
an der kritischen Stelle U ce liefert hier, wo 
das Glied U”’o in dem Noetherschen Aus- 
druck BR wegfällt, einfach die analytische Fort- 
setzung der Funktion über diese Stelle hinweg 
Der Umstand. daß die Knickstellen sich im 
l.auf der Zeit elwas ausrunden, wird sehr 
seringfügige Aenderungen von Impuls und 
Inergie der ganzen Strömung ergeben, so daß 
von diesen Stellen für die Beurteilung der 
Schwingungsvorgänge nichts zu fürchten ist, 
wenn die kritische Stelle U ce nicht in der 
Nähe einer solchen Krümmung liegt Die 
Schwierigkeiten, die das gekrümmte Profil 
segenüber dem geradlinigen bietet, gehen von 


dem erwähnten Glied U”@ aus. Meiner An 
sicht nach muß das Verhalten der kritischen 
Stelle unter Mitwirkung dieses Gliedes genauer 
studiert werden, und es ist zu erwarten, daß 
man hierdurch die richlise Uebergangsbedin- 
sung Adınden wird. Kine derartige Unter- 
suchung war seit langem von mir geplant, 
ist aber durch Versagen eines Doktoranden 
bisher nicht vorwärts gekommen. Ich will 
aber diese Untersuchung jetzt wieder in Gang 
bringen und hoffe in einiger Zeit über ihr 
Ergebnis berichten zu können. 


(Göttingen, den 28. Juli 1926. L.. Prandtl 
* 
Ir. Noether verzichtet nach Einsicht 


nahme in die obigen Ausführungen auf eine 
nochmalige Erwiderung, da nach seiner Mei- 
nung die Prandtlsche Auffassung nur mehr 
im Ausdruck von der seinigen abweicht. Den 
\usführungen über die Uebergangssubstitutionen 
stimmt er zu ls war aber gerade ein Ge 
sichtspunkt seiner Untersuchung, diese zu ver- 
meiden. Hr. Noether beabsichtigt, von die- 
sem Standpunkt aus, die »geknickten Profile 
in einer besonderen Nolte kurz zu behandeln 


Der Herausgeber 


Berichtigung 


zum Aufsatz »Luftwiderstand. Gewicht und Kosten 


In Zahlentafel 2 Seite 317 soll es heißen: 


Zeile 1: Achse 
» 8: Achse 
Seite 3 


von Luftröhrchenkühlern« Heft 4. S. 313 bis 322. 


Strömungsrichtung statt Achse Z Strömungsrichtung. 
Strömungsrichtung statt Achse S Strömungsrichtung, 
8 in Formel (1a) ist 3. in den Zähler hinaufzusetzen, 


1 
» 320 in Formel (12b) ist y in den Nenner hinunterzusetzen, 
320 das letzte Glied in Formel (1?2e) lautet: B, g’/?-1, 

> 321 in Zeile 8 ist außerhalb der eckigen Klammer hinzuzufügen: sr. 
( M 

» 321 Zeile 16 soll es heißen: statt 

6 
> 322 Zeile 17 ist in der Dimensionsbezeichnung hinzuzufügen: h!, 


(Redaktionsschluß 30. September 1926.) 
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